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E le Opere più ardue , e difficili il patrocinio efigono di 
gran Perfinaggio , ho io tutta la ragion di gloriarmi , che , Sortendo 
fitto gli aufpizj dell' ECCELLENZA VOSTRA i due Tomi di Cal- 
colo Integrale , co’ quali il fuo compimento riceve quefio mio Corfo 
di Matematiche Pure , fiumi fiato graziojamente accordato di poter 
Venire a parte di quell' onore , cui valenti letterati hanno prima di 
me aspirato , e conseguito , mentre con ciò godo vedere quefie mie 
fatiche avvalorate dall' autorità , t dal favore di un f oggetto , in cui t 
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„ g conRierì la chiarezza del /angue, o l'elevatezza de talenti , • 
il corteggio delle doti più peregrine , o lo fplendore delle cariche piu 
«• tul(0 j c [ pari concorre a gara a renderlo grande. E q 

defr antichità, e nobili filma Ca fa **:*~fr*£^ 
t:ù rilevanti fervìgi animati da una fedeltà , c da un zelo eredita 
Ìio preftati arduamente al fuo Sovrano , ha Japuto coi primi poftt, 

, mJ Ufi mm'irfi * ”**/"“ L/Z't EC- 

'c À * Ma delle glorie de' fini Antenati non abbi fogna l EC- 
CELLENZA VOiTRA per ejfer grande. Tale la rendono , e ogget- 
to la fanno d' ammirazione le egregie virtù dell animo, il gemo vi- 
vo, e fublime nella più brillante poefia non filo , che nella piu fag-- 
già Filo fifa , la feria applicazione agli Studj piu gravi e 
fica la penetrante accorta dejlrezza nel maneggio di affari impor • 
tanùff, mi ampiamente dimoiata e nel Mini fiero con fomma dignità 
fofienuto nell! più fiorente età preffo la Maefiad Augufio L ** 
Polonia e in anello principalmente, che con tanto jplendore occupa 

minivi, la poi Misi""' /«"“ l “ !“ t " K 

<k fintino tosi""- SMm ' finmmtMU 

/rifinii mia fimi , < vnenù»* vtrfi / £*? d ‘ * 

Ufio io .Oli, «mi olmo il mio ZA VOSTRA , 

ca prefa abbia occafione di encomiare l ECCE 
. „ ran lunga inferiori confeffo le deboli mie forze, e no» 

piuttofio di & tributarle un benché tenue omaggio dell offequiofi mio ri- 
fiZ tanto ptù Che contenta effa delfico teftimonio dAla cofiicr, 
ut, quanto ama di meritare le lodi, altrettanto co f * 

mone l’adito loro preclude. Che pero fenza piu ; ^ j 

f, n! , oi„ l ECCELLENZA VOSTRA .ooi> no, Ajrop 
n o che a poco , o nulla monta , ma l animo e 
re fi degni, e il buon volere inficine accettare, c g> a i 
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PARTE PRIMA. 
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Delle equazioni differenziali degli ordini fuperiori, e del modo di ridurle 
ali’ integrazione, qualora cufcun de’ due membri contiene 
una lòia variabile. 
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C A P O L 

Del modo d* integrare le formole differenzia- 
li, NELLE QUALI ENTRA UNA SOLA VARIABILE- 

ARTICOLO L 

Delle nozioni frelimmari riguardanti il. calcolo integrale: E del modo £ trovar f in- 
tegrale delle formole differenziali razionali àttere. 


L calcolo integrale è un metodo d'operare totalmente oppo 
ilo a quello m differenziare , mentre col differenziare una prò- 
polla quantità variabile non altro vuoili [giuda il nunv. 23. 
Tomo V. ], che ritrovare l’efprefiìone dell’elemento infinita- 
mente piccolo! di cui intendeli effa aumentata, alterchi cre- 
ile , o diminuita qualora cala ; laddove con integrare una da- 
ta quantità differenziale non altro fi cerca, che trovare la quan- 
tità variabile, da cui mediante la differenziazione è nato que- 
llo differenziale: In una parola, iìccome col differenziare fi paffa dalle quantità va- 
riabili finite ai loro elementi, cosi atl’oppofto coll* integrare fi paffa dagli elementi 
«Ielle variabili alle fteffe variabili finite. 



2. E qui fi oflervi , che effondo data una quallifia forinola differenziale , co- 
me X/w, in cui la lettera X rapprefenta una qualfivoglia funzione di x , quantun- 
que vi fembri edere una fola variabile x , ferppre però conli derar vi fi deve inde- 
nte un’ altra variabile , come y, che egual li luppooe alla funzione di x, da cui 
è nato il differenziale propolto Xdx: Onde fe larà' — Z l’integrale di Kdx , fi 
avrà y — 2 ., confeguente mente valeva quella equazione dyr^XJx. Di ciò la ra- 
gione fi è, perchè [come abbiamo veduto nel prececL Tomo V ] le quantità diffe- 
renziali non fi poffono confiderare ideatamente , ma foltanto relativamente , avve- 
gnaché il calcolo differenziale verfi circa il modo di paffate dalla relazione, o rap- 
porto che trovali fra due, o più variabili, alla ragione, che cade fra i loro eie- 

menti , che nel elio dell’ addotto efempio è — X. Siccome pertanto il calcolo 


differenziale fornilce il modo di palpare dalla data ragione delle variabili alia ragio- 
ne de’ loro elemenri, cori vice verja il calcolo integrale efibilce la maniera di pai- 
fitte dai noto rapporto delle quantità differenziali al rapporto delle variabili rinitei 
dalle quali fono nati queiti differenziali. 

3 Quando di una propolla foratola differenziale non fi può , o non fi vuo- 
le attualmente prendete l’integrale, develì egli in tal cafo indicare, al. che ferve 
di caratteriftica il fegn $ , liccome al num. zj. Tomo V. ci liamo ferviti della 
Temo yl A iet- 
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« DEL MODO D’INTEGRARE LE FORMOLE DIFFERENZIALI ec. 

lettera D di caratteriftica per indicare il differenziale di una data formoli . Cosi 
per rapprefentare a cagion d’ efempio l'integrale di XJx, fi ferire S- XVx; che 
però S- Xrir denota quella funzione di x » il di cui differenziale * Xdx . 

4. Ho detto le non fi può prendere attualmente ^integrale, avvegnaché non 
di qualfivoglia formola differenziale fi polli trovar l’ Integrale , effcndovene moltif- 
fime, deile quali non fi poffono aver gli integrali, e molte altre, di cui gli inte- 
grali fi trovano foltanto imperfettamente, vaK: a dire per approflùnaziane . Ogni» 
qualvolta di una fòrmola differenziale aver non fi può l’integrale, 1* funzione, che 
coll’ integrazione fi cera, fi ha per trafcendenre. Onde fe per efempio la forino- 
la differenziale Xdx non fi può ridurle ali’ integrazione, il di lei integrale, cioè 
5 - Xdx è una funzione trafeendente di x. Quelle funzioni poi cottituifcono un 
nuovo genere di quantità tra Ire ridenti affitto diverto da quello , che comprende i 
logaritmi , le funzioni di circolo, e le quantità efponenziali , delle quali quantità 
trafecndinti ho trattato ne’ precedenti Tomi: Anzi nel calcolo integrale quelle quan- 
tità foglionft confiderare co, ne algebraiche, ftaotechi lènza il di lui fiiffidio> elle già 
ci fono cognite; per lo che l’integrale di una data formola differenziale fi com- 
puta fèmpre algebraico , qualora richiamar fi polla ai logaritmi, o alle funzioni di 
Circolo . I 

Che fe l’integrale di una propota formola differenziale fi troverà effere 
trafeendente , Infognerà in tal cafo tentare fe per mezzo delle ferie fi podi alme- 
no approflimare al fuo vero valore. 

& Quantunque (giuta il num. 2.) in qualfivoglia formola differenziale .deb- 
frinii confiderare due variabili, pure diverfaraente, e piò fàcilmente trattatili nel 
prefente calcolo quelle forinole differenziali, in cut palefemente non entra, che uà* 
fola variabile, di quello fia quelle formoie, nelle quali due, o più variabili trovan- 
ti attualmente aver luogo; onde è, che il calcolo integrale dividefi in due partì: 
Nella prima fi dà il modo di ridurre ali’ integrazione quelle formoie, in cut entra 
una fola variabile; e nella feconda quelle , che comprendono due, o più variabili» 

7. I rifleffi , che fu le equazioni differenziali abbiamo fatto all’ Art; I Capo 
IH. Tomo V. ci hanno meifo fòtto agli occhi, coinè da infinite differenti funzioni 
, rifùltino le litffe formoie differenziali a motivo delle quantità cotanti,. che nel diF 
fcrtnziare fpanfcooo : Quindi è, che le funzioni trovate mediante l’integrazione 
retano Tempre indeterminate, finché non fe gli aggiunga un' arbitraria quantità co- 
llante, il di cui valore devefi pofeia fecondo la natura della queftione determina- 
re . l*er lo che l’ integrale drcefi completo , quando egli fi eubifce colla cotante 
arbitraria: Che fe a norma de’ cali particolari fi determina il valore della collan- 
te , l’ integrale dicefi particolate : A cagion d’efcrapio della quantità differenziale 
A X l’ integrale indeterminato è X; l’ integrale completo {X + A; e l’ integrale 
particolare può effere divetfo fecondo il diverfo valore , che può competere 
ad A. 

& Siccome l’integrale dì una fbrnaóla differenziale dì primo grado riceve Jk 
fua determinazione da una cotante arbitraria ; così da due cotanti arbitrarie rice- 
ve la fua determinazione l’integrale di una formola differenziale di fecondo grado} 
da tre cotanti arbitrarie l’ integrale di una formola differenziale di terzo grado ec. 

9. La maniera di determinare fecondo la natura del problema la quantità 
cotante da aggiungerfi all’ integrale trovato è la feguentc. Effondo per efempio 
A X. il differenziale , il di cui integrale indeterminato è X, e l'integrale compie- 
- to 
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CAPO t ARTICOLO !. 


to è X-f-A [pel num. 7.J, fi ofJèrvi qual valore a tenore delia natura del prò» 
blema d ve acquiftare quello integrale completo X + A [la lettera X rappr. lenta 
una funzionerei x ], allorché in luogo della variabile x fi foflituifce o zero, ovve- 
ro una quantità cognita a, e qual valore mediante quella fletta foilituzìone atqui- 
fta la funzione X. Sia — £ il valore, che acquila la funzione X, o pure l’integra* 
le indeterminato, ed ==C, o pure =0 il valore, che fbrribc l' integrale com- 
pleto X 4- A . Stante ciò fi avrà E 4- A ~ C, ovvero E 4- A zz o, da cui fi ri- 
o lia A = — E ; confeguentemente 1 ‘ integrale completo é 
* C — R> o pure X — E. Effendo C — E I* integrale X + C — E li ridurrà 
4|d X. Applicherò in feguito ad alcuni cali particolari fecondo 1 * opportunità la pre- 
fente regola a line di moftrarne 1* ufo. Comunemente per altro mi contenterò di 
tendere completi i ritrovati migrali con aggiungerci la .collante arbitraria A. 

• 1?? ~* atto nomf <fi fonaoLe differenziali razionali intere vengono quelle , in 
cui l’tìemenxo delia variabile viene moltiplicato in una finzione razionale intera 
della Hetia variabile , vale a dire in una funzione, della quale ciafcun termine è 
razionale, e intero; e mentre dicefi intero vuoili intendere, che non abbia la va- 
riabile per divifore, comunque per altro abbia per divifore qualche quantità co- 
llante: ìiccome razionale iotendefi Tempre un termine., comunque inch uda quanti- 
tà cognita irrazionale) purché l’ irrazionalità non cada fu la variabile. Tale è a 
- - - • • . . ■ 

cagion tP rfetnpio la forinola differenziale qx’dx — . zx l dx — — xdx -f- ~~~r 

1 yz * 


o fia 4* J — 2x' — -xf 


tx 




dx, in cui la funzione qxt— 2X* — — x-f-~ —r 

> yz 


è razionale, e intera, perdiè io nelfim de’ di lei termini la variabile x ha luogo 
in denominatore, o è irrazionale. 

tu A fine di procedere con maggiore chiarezza comincierò daHe cofè più fèm- 



V' ^ nun1 ' TVnio V. il differenziale di x m (in tutto quello Articolo 
colle lertere rapprefentanti gli elpOnenti della variabile intendo numeri interi, e 
politivi ) é mx" *ax, come lo é pure di x m -+- a; quindi l’integrale completo di 

*<x m ~'dx è x" -f- A; < di ■■ ^ x" 'dx è — — t- A. Dal che per regola gc- 

nwrale fi raccoglie., che l'integrale di una forinola, in cui l'elemento della varia- 
bue è moltiplicato in una qualunque potetti della fletta variabile, è quella (leffa 
poteftà della variabile accrelciura di un grado, cui devefi dare per denominatore 
il di lei efpotiente accrefciuto, come ho detto di ima unità : Nel qual modo l’ in- 
tegrale completo di ■■■ é — — f- A . Secondo che ad m fi affegneran- 

A 2 no 
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4 DEL MODO D' INTEGRARE LE FORMOLE DIFFERENZIALI Cc. 

b b 

no i feguenti numeri o, i, 2, g, 4 ec., fi avrà S- — dx — “ * -f- Ai 

_ b bx x b , bx’ . 

S j- *dx = — + A; S- - * l dx = — 4 - A; 

b bx* 

C — x’dx = -4- A ec. 

« 411 

13. Abbiamo veduto ai num. 2f. Tomo V., che il differenziale dell’ aggrega- 
to di più quantità è eguale all’aggregato della loro differenza: per lo che vicen- 
devolmente fi incende , che per prendere l’ integrale di una forinola differenziale 
compleffa bifogna integrare a parte ciafcun di lei termine, e il loro aggregato fa- 
rà T integrale cercato . In quello modo operando fi troverà, che T integrale di 


acx" — 'ix 


tx'dx 

r 


bcx r + 1 


•+- =z=r rrr +•/*’ 4 - 


p-t-i V* 1 — ** 
ax m + * 


±±±- + t - -£1 

^»'~—b* m X a — * 

, _ . _ . , Mx m dx — bx” 'dm 

A. Parimente r integrale dr 


b—c 


bx ■ 


"+" A. 


jn-f-i X b — e* m Xb — c 

14. Col metodo del num. 12. fi ridace all’ integrazione la formoli 

-■ ~ ■ - 114 . | 

1 x m ~'dx'^bx m — , il di cui integrale è ** * 


-f- A. Si pu A 


X* 

ancora integrare la prò polla formoli con inalzare primieramente il binomio _ 
bx" — a " alla poteflà indicata dall 1 efponente », con che ne verranno tanti ter- 
mini , quanti ne moflra n-t-t, ognono de’ quali fi dovrà pofeia moltiplicare per 
mx n ' ix , lo che fatto fi giungerà all’integrazione con prendere f integrale di 
ciafcun termine a norma del num. 13.. Applichiamo ail’efempio particolare P una» 
e 1 ’ altra maniera d’ operare , e nel tempo fteflb facciamo P applicazione della te- 
gola data al num. 9. riguardante l’aggiunta della quantità collante. Si debba in- 
tegrare la Tegnente forinola j^x’dx'j^x’ — 3** , del di cui integrale completo 3 

valore fi fa dalla natura della quellione dovei effere ss allorché è 

*S 

x=o-, onde giufla 3 citato num. 9. è C ss — — . Prendo pertanto a te- 

nore del primo metodo 1* integrale indeterminato della propolla forinola, che tro- 


l 




Digitized by Googl 


CAPO L ARTICOLO L' < 


▼o eflcre ^ y - — (mediante lo fviluppo detta potetti $x 4 — j* * ) 

125 X 1 * — (5075»* 4- ~ t?i44» , r ^ « 

r— , dove con fare x^zo fi ha 


*S 


E: Onde perchè il valore della collante da aggiungere è 


* = c- S ,MA = _ ”i«L = J« =,.co»ii e «, 

1S IJ »s & 

- f - • . * . 

* » 

temente P integrale completo della formola qx'Jx X jx+— 3* è 
“S*" — 6o 7S«* 4- 9^4» S* 4 — »»44t -1- 'Qj # ^ 

i* * 

115X» — 6 aijx* 4- 98415X* — »i 33<5 o fii è I** -r * . _ • 

*5 "* »S 7 ’ 

tj. Cerchiamo adeffo P integrale della fletti formola a tenore del fecondo 
metodo . Inalzo al quadrato il binomio jx* — }♦, e mi viene ajx* — 8rox*-H5jdr 
di cui moltiplico ciafcun termine per 4 x 3 dx, ed ho 100 x"dx — inox^dx +. 

26244x»dx, il di coi integrale indeterminato [pel nura. ij,} è 


toox 1 

12 


324OX* 2 Ó 244 X* 25 x‘ . 

— g 1* — > ° I» — 405** -f- <5561 x*, che mediante la ri. 

duzione ad avere 15 per denominatore diventa (B) ' * ■ 

♦I25X"* — 6075X* gS^i^x* 

" .. — . Ora [pel preced. nom. 14.] il valore deff i» 


lì 


tegrale completo allorché fi & x=o è =■ 




= C , e. il valore di (B) 


nel calò di x—o è =o=E; dunque A — C . — E= — 1 ÌÌ?— o~ — 

> confegnentemente P integrale completo particolare cercato è 

12SX 1 *— <50752*4- 984i5x«— $313 35 

«S 


■ , come fi è precedentemente trovato. 


16. Nella formola mx m —' dx )( b x” — a” ’ del nom. 14. la quantità , 
che è fuori del vincolo è il djffèrcMiale della variabile, che è Cotto al vincolo, c 


perciò fi è potuto prendere per foo integrale 


bx m — a" 


■+ * 


X * 


+ A : Ma fe la 
quarv 
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& DEL MODO D’ INTEGRARE LE FORMOLI DIFFERENZIALI ec. 
quantità , che A fuori del vincolo non farà il differenziale della variabile , che è 


fotto al vincolo, come in quella formola x’ dx X*> x ~ + <* , in tl! cafo non 

. _ l_ll_ ^1* f X Al inni nrF 



|DOUipiIC«TC bUUIUll fcVilinaiW ^ > "* l A , ° • 

jione nel modo detto al num. 13. Si innalzi pertanto alla patella $ il binomio 
tx”^' , o fia c'+l>x m , e fi avrà c ,, 4 -p< ,, '* Ax" ± 1 -^ 2 — le*' -+• 

F Xp— -1 Xp - 1 ^r— Xf— 1 Xf— * Xf --3 — 4^4 x 4» 

r a. 3< J> a * 3 - 4 * 

F X P 1 X f~ ; X ? * X? 1 cc-, di cui ciafcun termine fi molti- 

1. a- 3 - ♦ 5 - 

plichi per x’ dx-, e ne verrà r”V Vx •+■ 

ZJlLZÌcH— >à> xl" u *- " dx +- 

- - • »• 2- 3 - 


1 . 2 . 


F XF 1 XP 2 Xp 3 ^r— 4 h*x* m '*~ < ’ Jx-i- ec., -e integrando ciafcnno di quelli 


termini a norma del num. 13., fi avrà 


(M *" + ' 1 pc* f — 1 l** m +-"+ 1 


«v-i 


m +-»f- 1 


F XP 1 — i 1,1 x }m *~ nM *~ 1 

t. 2. •- a. a. ' 


+ec-t-A 


am-j-xf-i ' 3*4-»-*- 1 

integrale cercato, il quale colla di tanti termini , quanti me moftra p-t-i. 

17. Nello Ileffo modo fi riduce all’ integrazione la forinola più generata 

r*' 

ax m 'ix HbT r +xlF+ 7 T i ' -f- ec. , in cui le lettere a, t, c , e rapprefentano 
quantica collanti , e flettere X, Z, V denotano .quallilia funzioni della variabi- 
le x, come P4-Qx‘ 4-R** -+- ec. , mentre per trovarne l’ integrale bada 
primieramente fviluppare le potcllà X" , 2 S } V*, indi la potellà 

^X* 4-rZ'' -+- rV < -f- ec., pofJa moltiplicare tutti i termini, che ne faranno ve- 
nuti per *X m dx . e in feguico' integrarli a norma del ■num. 13. 

jg. Per altro fenza ricorrere alla maniera efpolla ai num. 1 6 . fi può in altro 

modp prendere l’integrale della formola x" dx X&x'’* -t-r* ? con- ridurla all’ in- 

tegra- 

- 1-1 p 6 
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CAPO L ARTICOLO L * i \ , 

tegrarione della forinola x"-*-*,/x %ix m indi ridar quella aH* ime- 

gradone della formola **"■•* ■ dx ^bx^+c 1 r ~* , e quella all* intrgezion dei-* 
• • • ' ■ ' ■■ :• ■ ' “ ■ ’ • ■ v - • >•. , 

la formola x 1 dx X A x m -+• e’ * e cosi in poi finché fi giunga a una 

formola, in cut 1 efponente dei binomio; bx m ^■^-c , fi a eguale a zero, nel qual cafra 
fi valore del detro binomio farà. =r [pel num. 97. Tomo II.) e in conferenza 
ale formala , cui fi è finalmente giunco , lari integrabile algebtaicamente . Vedia- 
mo come fi debba operare e come in quello modo fi ottenga 1* integrale della 

forinola x’dx\b x"' 4- c* * . Si prenda là formola 

x* -4 * 1 X ix " ■+•** r 1 fi differenzi, e fi avràD. x*+*' \bx"‘ -t-c 1 r — 

•+i %x~Jx X ix m +c’~ f 4. mL.p.b X-+- ’’VxXéx-4-c» , il di cui 

r - v I I * .• ».• 

integrale è *’+-« X *•«"+•«’ = «4-*. S- ** <*x 

•h n-t'-iS-x'*'*"” dx \bx m -tri! f , da cui li ricava 1 , 

(io s- x* /x - 

#» — .... ♦ 

T+rS f*^^***^ 1 - Ei eccOj Cber integrazione della forraoia' 

x* A»-Xéx™+£* * li è ridotti a IP integrazione della forinola 

■ ■ ■■■■yi 

x'^'/xXéx'T-c 4 . Per ridar quefl* alP integrazione della formoli 

x*"-»-"yx XÌx 3 Hht r,_1 fi foftituilca nelE equazione (1.) tn-f-m m luogo di » , 

/ — i io vece di », c ciafcun di lei termine fi moltiplichi per ™ 

„ +l > ««* 

che fi avrà (fi)— ” ‘ f ' B Q.x m -*~ *^X bx m +c* 

"-►i O . 

Yfex-’-t-c 4 -+- 

==-^~=~rC. x*"-»* Vx X bx m -t-i i T ~~ % . Neir equaziooe (l) fi fcftituiica 
»-+-t x >*+*+■> 

2*14» in luogo di », f— 2 in vece dì p, indi fi moltiplichi ciafcun dì kì termine 
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b* . p . p— t . b l 


, e con ciò F integrazione della forraola 


per 

»-t-l X m-t-n-h ‘ 

* dx y jx' +7 ~ r ~'' fi ridurrà all* integrazione della formo!» 

X'* + *<fx Xfoc--*-« , ’ , '" ,,cosà 

m* . p . p—i ■ b x 
n-f-l X m-hn-hl 
m r .p. ~ ■ b % 


mn • 9 • y ~’ - -Q x t -+" ' * = 






n-f-l X m *+-"-+-1 X 

I»’. p.p—l p—t • 6* 


7 S 


dx 




Nel modo ftefib 


»+-»X m -l-"+ , X 2 ' w ' + '" + l - . , 

continuando fi foftituifca nell’ equazione (L) J»4-» in vece jhj, p— ? in luogo 

w* ■ p. p - t p— a . 

di p, c fi moltiplichi ci alcun di lei termine per _ ~ .. v 


e con ciò ne verrà (IV.) 

w 3 • P • P — 1 ■ P~~ 2 • Q x 3 "'*" 

" B-J-lX“-*"'-*- 1 X 2 "’ +■ " +■ t ^ 

mfpp—i • p— a 4 3 


% 

dx Xix-W'"’ ' ' 


w)”f "♦ 


* r. p^T . p^T . 




-j-e- 3 . 
■f* - +■ 


C (d'+^Xj/ix’+t' 

F?7x «-i- n +-‘ X3<"+-»+-‘ 

mente nello fteffo modo operando fi ha (V.) 
m« . p . p — i . p ì ■ p—ì ■ b* 


-P — 4 


Pari- 


X 1 X am-t-»-*-t X 3 w, + ,, -+-i 

m 4 . p ■ ~ • P— i~ • p— 3 • b* 


z Qx>~+ n JxXbx--f-c< = 


«+iX™-i- , f | X 2, "' H, ' <-1 X“? , »-*-' , -+-»X4"-++ I 




n 


\.X*-+V*X bX m +t' 


«5 . p . p — i • p— a • p— t ■ P— -t • 
n-t-i X «4-»-ri X 2 '"^■"^■ , X3®‘+ ■+ X4»‘+ +i^ 

Collo ftellò metodo fi continuino le operazioni a tenor del bifogno; tanto poi bi- 

• * '• ‘ ■ " • ' . ‘ fo- 
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“ • 

t^«eA eontinuare, finché fi ottenga una forinola, tn cui Imponente de» binomio 

£L£ fia k §U ì! H a Mr0 j P ertant0 (l prenderanno tutti i primi termini de’ 
fecondi membri delle precedenti equazioni (1.), (U) , (ili.) , (IV.j «. fino a quel- 
lo rodufivaracnte , in cui 1 efponente del binomio bx°‘-+*l è eguale a zero fi lo- 
ro aggregato fomminiftreii l’integrale cercato. Sara adunque 

m s. = £' x^' _ 

• • 

n.f.k . . ■ z — - 

— - =r- x”+-*h-« 


">*• p-f—i .A* 


»-HI X <*+»-+-! X 

-Ai 




. -- " •P-P-i-f -r . 

»-hX»-H-H X in+K+L X * 3 + + X fcX +*' 


n'.p.p—, . p— z . 


*-*-t X *+»-+-! X X 3-r+ +1 X 4*+«+t 

"'■P-P—t ■ p— Z. p— ^ . p_ 4 £5 


,^ x “ +c « ' 4 __ 

■* « y-::: . ~ 


V" X «-M+1 X «+*+i X 3'»+ -+« Xa*+«+i X 5^+1 

-4- cc •+■ A. 

Se la data formola da integrarli foffe fiata x— in . tìi £af<> 

a fine d’ integrarla per riduzione fi prenda la formola x“ «he fi 

differenzi, e fi avr à D. — 

-f- m.p.h.x "*■ 1 dx'^i>x’“+c i P ‘ , da cui fi ricava 

S- x— » dx ^x- +t e ” — 1 yW'+f ' 

• * 

* n S' * ' : fnd» poi fi een usuino le opera- 

zioni nel modo pur ora cfpofto, c con ciò fi avrò 

FL B [QJ 
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C Q] £ x'~~ l d*jh>x ' = -J- 


m . p b 
n . Bl-p-n 

m' .p.p—t. p — t . b* 


• P b j m x p p—i 

- X + ’ Yex -i -* 1 -I — — 

. m-p-n _ B.n»-f-a .2<M 




•x 




-/— j 


+ m*-p.~i . p-2. p~3 . ^.4»+. . Y 

n . m-t-n . im-p-n . j»; •+• a . 401-H* 


fx'-K' 


*|S . p • p— » p~ 2 . p— 3 . p— 4 . * 5 


*-S” 4 . » 


X 


5 -+-ec.-}- A. 


n . »i-Hi . !«-(-« • Jw-H» . 4 «1 -f- n . 5<«4-« 

19. Leviamoci dalla generalità , e applichiamo la ritrovata equazione [P.] al 
cafo particolare . Data eifendo da integrarli col prcfcntc metodo la formala 

x ^ x X x ‘ 1 * *" ir * 1 > *’~ t > ff=I » bi— 3, p — 4 ; che però mediante la 

fofikuzione di quelli valori la equazione (P.) diventa 

$. xAc^x' V 1 4 = ^x 3 +• 1 \ ** X' Vl + 1 J + 

A il±^y5=rr_ ii±±i--Lx- x~* ■+■ il ±± i±i ** + A 

2. 5. 8 A 2. 5.8. II A 1. 5 &U.14 

integrale cercato. 

20 OiTerviamo ora, che il medefimo integrale ci viene e libito tanto dal pre- 
fente metodo, che da! metodi del num. 16. Sviluppando i termini dell'equazione 
del num. 19., e facendone la efebica fomma, fi ha 



/ 
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6 x* 


il 


+-!„■ Y*ì+r* = -t- +■ — +. — + — l x* 
2 /\ 2 2 2 2 2 

* 4 »**•'* _ ^-x 3 _ ux* 

2-J A IO IO IO IO 

3 *. 4.5 ,VT 1 , ,o8 *' + 2it5jr M io**’ 

2. J. 8 A So ^ «o ^ So 

— **■+•*-* *< « = — H - li 6 * 8 *' 1 


. r- ♦ 2-i .. 

■+• — -3 *'♦ 

2-5 9 . (I. 14 


*So 880 

»944*'* 

12520 



Operando poi giuda it num, iS innalzo alla quarta potetti il binomio jc 3 -4-t , in- 
di moltiplico caftan termine per xJx, Io che mi di x'iJx-i-qx 1 * dx-t-óx 7 Jx 
+^x'Jx -f- xix. Prendendo pertanto l’integrale di ciafeun termine li ha linai- 


mente — - -f- i5*. -4- +* — -+- — — integrale cerca» il quale «fat- 

tamente corrifponde a quello, che poc’ ami ft è coll’altro metodo trovato- Ed 
ecco, che quelli due metodi procedendo per di ve riè Iliade, conducono perir allo 
ftellò termine, quantunque a prima fàccia gli integrali trovati eoi» quelli due me- 
todi fembrino molto diverfi. • \ . 

2J. Soggiungerò fei equazioni inftrvienri alt’ integrazione di lèi forinole ge- 
nerali mediante la riduzione di quelle ad altre forinole, che colla fola opportuna 
follituzione degli efponenci in luogo di », f li riducono all’ integrazione col meto- 
do del num. 18. . E primieramente riduciamo l’ integrazione delle due forinole 

x" Vx^*x ‘ -+- c’ ,+ *- f x * — * J x £ v ' 1 ali’ integrazione del- 
la forinola x’ 'Jx " -j- t* * . 

ti. Si prenda la forinola x" Y«x" -t- c H 1 , quale fi differenzi , e fi 

’ ' ' 

avrà D. x' Y»x‘ c< ,+ 1 — nx'—'Jx '/bx m + C '* 7 

+ m. p-t-i . b. x™ + - — 'Jx +- c* r . Ma a motivo , che 

B 2 nx' 
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«X— ^ ‘ X*»* ) 

^ 4 -? ' = 

róx”"*"’’ - ‘‘^X^* -+- <■’ f 4- Hf’x* - ‘/x X -r 

\ 

* , fi ha 
/ — — 

«Jf— >Vx )(ix • 4- c* r+ * -+-«». /-HI. *• x"’-*-— 1 * , x i 

\ =s 

+ «' + «c’x— ’i/x^OX -f f' 

\ / " — 

4- m . PPT. t. 4 *^..*- -(-e*' = »c'x~ ~'dx fl»x m r *' ' +■ 

w+ . m . f ^ 7 . i. x~+ — Vx X- ■+■ «’ 7 [ p J- Ua q ueft * formoli ll'J *« kt- 
tragga, e vi fi aggiunga nel tempo fletto la quantità 

„ 4. m. f + 1 . x—Jx'fcx- -t- e’ 1 ' ,C"= verrà 


ttc‘ , x n ~~'dx X lx * ~t~ e * * — n — m P"*~ 1 ' x " 'dx^i 

'.x- -*-*• •-* + 


• » , 

„ 4- m. p+i- l>. x"-*-" '^X 1 -*' ■+• f< ^ + 

^ • 

„ + m. f+T. x— ’«tx ^,x“ 4- e 1 ' ” * , vale a dire (perthè 

— » — ». p4-r • *' 'dxfcx - -t- C 1 — 

• 

, nrr»— i . \/ — P 

— n — w. x dx J\tx ‘ -f * 

# ' 

*— n — m. p-t-i’ e’. x’*~ v Jx'Vbx" 4- e 4 ' ) 

V 


n — « — w* • c 9 . x* l dx^ux ‘ c' * -f* 

B + »• p-t~ l • *" 'dx-^Ox " 4- C r ' t ~ * 1= 

— IH. P+t . f’. x"~V>fV*X- +- «• + ( , 

* r 

fi 4. m. p-t-i . 4* e* f *~ ‘ • Si ha adunque 

D. 
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D. *’ = — m. m . t f . x^ l dx'^P~^~7~'‘ + 

f-trl. x ìJk^x™ -f e' f *‘ , e integrando x* N/cx - ""^! c* * — 

• • ’ J ' * 

— «• j+7 . e r . S- '"’ 4. 

t. 4- «. g-t-i . g. x^d^*- -c f ' ,4 *‘ , da cui fi ricava (T.) 

s- ^xV,— — cT— = — = - 

«-+-«. /-t-t /v 

4 . *” p ~ f ~‘ ff 0 

* + *• /-<-i 0* ^ Y*V,«- + c ^ • 

2 J. Se quella equazione (1.) fi difporrà cosi 

S X^'dx^vx - -t- C« l; — 

H». f-t-l . C» 


« -*: " • f+» C y - • . 

m. f+1 c 1 w- * *’ ■*■ f ’ ^ * » ,ndi C foftifuifea p—t k> luogo di 


0X~ c* f+, + 



*• r - £< + m + f m ' c r~ S* (tt). 

24. Poiché col calcolo de’due preced. num. 2 2 ., 2J . (j può riduile rioteg „. 

zione della forinola \/i._- ~ 

**A* X -+- c' all’ 'integrazione deHa forinola 

x’^dx X^- r' ' * t egli è evidente, che i' integrazione delia forroola 

* ~’ <,X X tX ’ ■*■ ** fi «duce all’integrazione della formola 

„ * 

a» "“‘dx Vox« 4. e ì r 
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25. In fecondo luogo ali’ integrazione della forinola 

v— VxYf 


(tx™ ■+■ e 




fi riduce l’ integrazione della formoli 


»+!»— I 


dx^bx m ■+• e 1 r 1 , e 


della forinola x” 




tox* c 1 

/ \ 

A 

' , e fi avrà 


A tale effetto fi differenzi la forinola x’^x” -j-~ 

D. x" •+• c' * =: nx* ’dx^bx n ■+■ c* f -+- 

m- p. b. *"+» 1 Jx^ix* -t- x * f 1 , da cui integrando fi deduce 

S x " + ~" *X*”' = orrrX"' + “ ' - 


TT* 


(III.). 


16. Mediante la foftituzione di » — m in luogo di n, e di p-f-i in vece di f 
quella equazione (HI.) fi cambia in $. x’ , ~ , dx^bx" -+■ c‘ ' = 

m. p-b-i. b 'X 


da cui fi ricava x 


dx 


»* f-*-i . b 


^ . X *-”*- 1 Jx )( bx "^ r ? 


V-t-T 


-P+ 1 


1 • f-f-» > b x- —ux yux v ? * (iv.> 


ij. In terzo luogo aH’ iiJtegrazione della forinola x” - 1 dx'Vbx”-^ 1 ' fi ri- 


duce l’ integrazione tanto deHa forinola **♦ ’ dx^bx m -t-c* * , che della forino- 
la dx^bx m +c i r . Di fatto fi differenzi la forinola x" '^bx“-t-(' , 


e fi 
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e fi avrà D. x’ ^bx'-he" '+ ‘ — »x’-« ^ + 

» . 7+7 ,b. </x ^x"+c , / ’ = « f x*~» Vx^jf '+r* -;r ’ 4 . 

w "1“ m ■ P~t~^ t b t x "** 1 JxS^bx ~t~<* ) da cui integrando fi deduce 


S- -* ^ )(i.x '+c’ ' - ; - 

p+l.à 

S . x’-'Vx Y^x'+c» (V.) 

A 

28. Che fe in quella equazione [V.] fi foftituirà »— « in luogo di», ne verrà 

S- x’~‘ </x Y*x”+c* ' = 


n + m . p .b 


^< x"-+e’ 77 1 . 

n+m . f* O . . \ /^~ 

' . . 1 - 'v * " 1 Jx ytx"'-hC , da cui fi ottiene 

s- x—"- jxyTx-*+c’ r = ~ m . r ~ 


tX^+f» 


[VIJ 


x-m.p. b_ Q W; 

, B -=i. c * J* A 

29. Per maggio r co-nnHo giungerò qui tutte per or line le ritrovate equazioni 

(I.) x"-* d x yip 


~P+ 1 




»+m . 

•r 




Ax'+r’ 


+ c. vx yTpfr 

x + m . p -t-i ^ A 

(■,., S- X- = ^jhrX^ r 


(111 ) *</x^^? 


+r ' = 


m . p . o 


Xix"+ t « ' 
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(«OS. = .-srx 55 ^ 1 ■ : ; 

_ 5. «■-*, ypw*' 

tv.)Q 


:*'* * _I dx^bx”- 


= -i— ~v 

«4-w . p-t-i .6' ' 


Ax’-K' 


X 




- ==S= S—^Y- 

B-t-TO .b ^ ' ' 

= =9 x ^'* 1 

-hPs-'-—x^- 

Trattandoli di forinole intere, i di cui efponenù fono numerici, non fa punto dì 
bifogno prevalerfi di quelle equazioni, fervendo abbartanza o l’una, o l’altra del- 
le due equazioni [P], (QJ del num. 18. Non oliarne qualora fi voglia , lì porri 
far ufo ancora di quelle , come li può oflèrvare nel feguentc e Tempio , in cui aflu- 

!DO da integrare la forinola — 4 " . Per farlo prendo l’equazione [ 1 V.J, 

in cui faccio «erg, «*rr=2, p=4, b—%, c r — — 4, colle quali fòftituzioni eflTa di- 
venta j* Xj**- 4 j = f X jx, ~ 4 3 ~ 7 ~^r S 4 * 

Ora in vece della forinola x*~ I dx'^x 1 — 4 4 foflituifco il lùo valore prelo 

dall’equazione [QJ num. 18., nella quale i valori delle lettere », m. e, b , r f fu [- 
fiftono come prima , e fatta quella follituzione trovo , che 1 integrale cercato è 

S ''X ! *‘~ 4 ’ = r Xv - 4 1 - ~rf~ X J *‘~ 4 * 
tgf - X^ r - ” X” 

2 S . t. 4. g. 1. t. g* 

*’ X a* 1 — 4 L - L - — X*' + A . Quell» 

A 3 n 1. 3. 5. 7. 9. ti ^ 


• 4 * 

4 - 


i • S 

ì*. 5. 4. g. a. g* 

*• a- s- 7’ 9 


in- 
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integrale fi farebbe egualmente addirittura trovato tanto colla forinola [P], che 
colla formola [QJ nutn. 18. , fe non che per averlo colla forinola [P] bifognava 
fare nero, c per averlo colla formola [QJ era d’uopo fare n=i : Tajuo poi in 
una, che nell’altra devefi porre m — 2, 4. Lo ftelfo integrale fi può 

ancora ottenere coll’ajuto della fola equazione (IV J; Ècco come: Faccio nella rne- 
defima «=3 , m=z, £—3 , — 4, e però / = 4, con che efifa diventa 


S 1 = r 5 - *‘'*X 3 * 1 - 4 * • 

Per avete l’integrale di quello fecondo termine — 4 * 

Liccio nella lielfa equazione p 4- 1=^4 , e in confluenza p —3 ; delle 

altre lettere poi m, b ; e 1 fuffille Io nello valore j indi moltiplico ciafcun di lei 

termine per — — y— > econciòeflà fi cambia in — — jcVxVjx 1 — 4 * 

_ JlLÌ 


ifr - X^' + ^r 1 S - "X ^" 7 • » 


palla 


in lèguito all’integrazione di quello fecondo termine - * 4 * x* 4 1 

con follituire nell’ equazione [/V.] 7 in vece di », e 3 in luogo di p- hi , onde è 

2*. 5. 4 3 1 

t— 1, e con moltiplicare la fteflà equazione per , con che elfa fi tras- 

I* » 

<*»«“ « £*±£$. « * X^‘~ 

1 t ^‘ * x< X? xl — 4 • Di quello fecondo termine fi ha 

1’ integrale con fare nella fteflà equazione [1V.J «=9; p-f-r—z , e pofda molri- 
2 3 - j. 4. 3 

plicarla per 


1. 3. 5. 


-, lo che la riduce a 




l- 5 

■+■ — i-i— li — - — x 1 </x X J x ‘ — 4 • Si faccia h—i t , p-f-r— 1 nell’ equazi®. 
2*. 5. 4. 3. 2. 3+ 


*»• 5- 4- V 3* 
1. J. 5 7. 


* 7 * 


ne [IV ] , e fi moltiplichi per 
Tomo VI. 


1. j. >. 7. 


, e fi avrà V integrale del precedente 
C fc- 
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v- 4- 3- 3* ,, „. 

* Xd* —4 rTTTTTT* • a P ren ^ per- 


fecondo termine così 
- 2 *' 4 3 1 

— t- 3 5- 7- 9 * w ' »• 3- S- 7* 9- »i 

unto l’aggregato di tutti quelli valori, e E avrà finalmente 


s.^x^-4 5 = f 5 -irf-*' X 3xi - 4+ 


i*. 


i±ii 


x» 


i. j. s 




i } - ;• 4 3- 3* 
1 . 3 . J. 7 . 


x* 




« — ; **• V 4- ?• *• *• 3* 

x* XE X — 4 ; - -- . , x” 4- A, come prima. 


»• 3- S-7 9- ’ !• 3 - 5 7- 9 - ««• 

30 . Dal fin qui detto fi raccoglie , che è Tempre algebraico, e fempre in no- 
ftro potere T integrale della forinola differenziale Xdx, in cui la lettera X rappre- 
sene a una funzione intera, e razionale di x. 


ARTICOLO II. 

Della maniera di ritrovare gli integrali 0 algeiraici, 0 per approjjìmttz'one delle 
formile differenziali intere irrazionali . 

,,N Elle fòrmole differenzi ali intere irrazionali , come farebbe per efempio 

m 

’Kdx'^a -i-bx m f , in cui la lettera X efprime una funzione razionale intera 

di x , tre cali poflòno aver luogo : li primo quando la quantità , che è fuori del 
vincolo è il differenziale, ovvero il moltiplo, o fubmoltiplo del differenziale della 
funzione di x, che è fotto ai vincolo: Il fecondo quando la condizione del primo 
cafo non avendo luogo, la propella forniola però lì può liberare dall’ affimetria 
nella maniera cipolla all’ Art. IX. Capo I. Tomo V.: Il terzo quando nè ha luo- 
go la condizione del primo calò, nè la forinola fi può liberare dall’ aflimetria. Per- 
correremo quelli tre cali, e vedremo come in cialcun di loro fi debba operare 
per ridurre all’ integrazione quelle forinole differenziali intere irrazionali, che da 
Cialcun di loro dipendono. 

31 . E quanto al primo cafo fe la quantità, che è fuori del vincolo, farà il 
differenziale, ovvero il multiplo, o fubmultiplo del differenziale della funzione di 
x, che è fotto al vincolo, in adora per ridurre la proporta fòrmola alt’ integra- 
zione fi dovrà operare a norma del canone dato al nu. 11 . 1 ^. Coll’ efempio richia- 
merò alla pratica ciò, che per altro, giuda la maniera uUta al citato num. è 
per fe fteffo chiarilfimo. Debbafi prendere l’ integrale della forinola 


dx 
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« 

I 


*» /* + «*! > rappresalo cosi ix^Jr-ax * : Operando a norma del ci- 
tato num. 14. fi trova, che il di lei integrale 4 ' 

~ + « I ? 


b a x m A b-h a x . \/ 

“==- +*=-£ +»= ! X 

«X7+1 ì * 


-f- A ~ 


2 ■ , . % ' V 

■p- X^-t->»*V è +'‘ <x -4 - A. Di fatto fe fi differenzierà quella quantità, 


ne verrà ~ d x y b ■+■ a x -**^XjrX 4 4-«*X 

r + ■+■ '-dxy/b + ax (perchè rX -X*4-4* Y -* — =. 

3 3 2 Vb-i-ux 

- dx 1/ b -t-ax )=zdx)/b-t-ax , che 4 la fteffa fonnola propofla da inte- 

'1 


dx 


V^-t-ax 


grarfi . Cosi l’ integrale di xdx j/ 4 1 4- x* , o fia di xdx ^4» 4. 


, rX*’ + ** 

è ( perchè xdx è il differenziale di ~ x 1 ) 


1 

7 + l 


1 

r-‘ 


4- A — 


*" + A = g-X«‘ 4 -x‘ y/l 2 -hx* 4- A. Parimente T fate* 

-7+\* 


graie di x d x ^ x l — a* 


* ?X-- 


-4-1 

2 


C 2 
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t 




2 ab - 

-f- A — f • ‘ +A=— Xx‘ — V * 1 — +A. Per nU 

2 

timo l’ integrale di 


^a 1 dx — ~ axdx 
trovafi effere 


bx'd: 

2« 


X«**- 

/x 4 6 * 


1 Va**- + ^ 

a A 4 <5a 


*-f*x 


r + ‘ 


I * Z b ** , . 

+ A = «**--***-♦- +A=; 


i *x* l a 
4 * •+■ A ' 
4 6 a 


> i * . bx> x 

«' X — -Dt*+ V * 1 X— — 

4 6 * 4 

jj. Può fiiccedere, che la variabile tanto fuori del vincolo, come lòtto al 
vincolo abbia per efponente un numero fratto, vale adire fia irrazionale, ma che 
poi 1* efponente del vincolo fia un nomerò intero, come in quella forinola 

r 

m r 

«' "X- x * , in cui le lettere a», n, r, », p denotano numeri 

interi : Se ciò &rà l’ integrale della forinola fi troverà col metodo del num. itì. 
adoperato per integrare la foratola x' dx ^bx”-*’ ' . Debbafi per cfempio in- 

v* ,=r 

tegrare la foratola x Jx^t + x 1 : Si innalzi al quadrato la quant.tà 
L - * 

m-t-x*, e fi avrà a* -j-iax* + *> di cui ciafcun termine fi moltiplichi per 


I 
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2J 


f + r~« 


x 4 dx, e ne verri «*x 4 dx + 2ax 6 * 

1 . 

r + > — « 


ix 


-4- x * dx — «*x 4 dx -t- 2*x 5 </x 4 - x 4 <fx. Ora fi prenda P integrale 

di ciafcun termine, e ciò, che fi otterrà, farà l’ integrale cercato, che è 


a‘x 


-1 + . 


_L+* 


za x 


- r +. 


7 +l 


Z + l 


-h A — 


a‘ x 
l 

6 


za x 
2 
f 


1 2*2 
4 » i , * 

+ A == 6 «* * + 2 « x 4- — x 

• 7 7 

6 


4 - A ~ 6 a % \/ *4}< x* 4 - — j/ x r 4- A. 

7 

34. Qnanto ho detto al num 31. làppone, che la quantità lòtto al w'acolo 
fia ridotta alla più templice efpreffione (giuda il nura. 134 Tomo 11 . 1 , poiché al- 
trimenti la formola può fcmbrare non integrabile a «orma dell' efpodo metodo , 

t 

* * ([ i | ) 

quando lo é. Vediamone Pelèmpio nella forinola- — 4- — x’ , la quale 

finché conferva quella forma non comparilce integrabile colla «gola del num. 324 
ma fe fi ridurrà alia più femplice efpreflione cosi 


i * j 


1^* 

7 


, cffii fi icorgcrà toflo integrabile, il di cui inte- 


/ 


graie l 5 )(<> + - *1 * 


~+i 


?X*+i- 


4 

7 


4 - A = 


1 

T +l 


tX*’ + J/'Wy*» 4- A. Pa tinnente fe farà data da integrarli la fot* 
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moia /x 1/ x — 4-x 4 -ox l — 4x4-1, per ridurla integrabile fecondo il eitato 

* " 4. - J _ 

canone, fi richiami alla più femplice efpreflione cosi dx X x — 1 y x — . t , 


che poi fi rimetta fotto a quella -forma dx^ x _ s , e il fuo integrale fi 


x — t 


-7+1 


troverà efière 


8 1+I 


X — t 
1 


1 ! 7 

■+• A — — l/ x — a -h A. 
7 


canone 


55. Altre volte vici vt'fi per ridur la formola a effere integrabile col detto 
ne farà di mcft'ere far patiate in parte fotto al vincolo la variabile, che n è 


fuori : Come eflèndo propoita da integrarli la feguente formola 


x 1 dx +- ~ x> dx V 


1 -+-X, che riduco a quella forma 


lv L x * dx -hx’ dx ]/ i -4- x, per difporla all’ integrazione faccio palfare 
2 A 3 

fotto al vincolo la x lineare, con che la formola diventa 


Lv — xdx -+- x 1 dx |/x 2 ■+■ x > , nel qual modo fi vede, che la quantità fuori 
2 A 3 

del vincolo t il differenziale della quantità , che è fotto al vincolo ; • che però 


• i X ” 

l* integrale cercato e = 


x> 


'7 + * 


4 - A — 


f-X" 


+ X» 


.1 

1 


4- A = 


iX r 






I_V*»-i-x> * 4 - A = L|/ X > + X i’ + A= , -X^+* , V / ^+* l + A ' 

16. Veniamo al fecondo cafo. Ogniqualvolta la quantità, che è fuori del vin- 
colo non è il differenziale della variabile, che t fotto al vincolo, o pure un luo 
multiplo, o fubmultiplo ; ovvero non fi polfa ridurre ad cfler tale mediante le 
prelazioni indicate ai num 34., 35 , bìfognerà ricorrere al metodo de le tra*- 
'formazioni cfpofto all’ Art. IX. Cap. I. Tomo V., e vedere fe coll artifizio delle 


Digitized by Google 



C A P O I. A R T I C O L O IL 2? 

fbflituzioni fi può ridurre alla razionalità | a formola irrazionale differenziale , che 
fi vuol integrare. Se coi metodi dati nell’ accennato Art. fi potrà liberare dall’ atli- 
metria la formola propolla, la rifultante nuova formola razionale differenziale data 
per una nuova variabile fi potrà integrare colle regole date all' Art. L, nel qual 
cafo dopo eflèrfi ritrovato l’integrale cercato, vi li dovrà rimettere il valore del- 
la variabile introdotta, il qual valore fi ha dalla già fatta follituzione . Che te la 
formola non fi potrà liberare dall’aflìmetria, in allora il metodo d’ integrazione fi 
ridurrà ai terzo calo, e la formola apparterrà al nuovo genere di funzioni tran- 
feendenti , delle quali ci rella a poter indagare foltanto il quali vero valore, 

37. Qui pertanto hanfi a richiamare le regole date nel V. Tomo per liberare 
dall’ aflimetria una data formola differenziale. Una cofa però fi offervi, ed è, che 
ivi al nura. zìi. abbiam trovato riducibile alla razionalità la formola 


x dx ^*x‘ ■+■ allorché P elponente t della variabile x , che è fuori del 
vincolo , è molriplice dell’ efponente • della flefla variabile , che è fotto ai vinco- 
lo, cioè a dire Tempre che ~ è un numero intero, 

38. Per altro fuccedc ancora , che la formola fi polla ridurre alla razionalità, 
ancorché ~ non fia numero intero. Per ravvilàre quando ciò fucceda, fi operi 


così: Si ponga bx' ■+■ c* =: x* z ? , da cui fi prenda il valore di x* > che è 


J-b 


> indi fi folli tuilca quello valore di x nel fecondo membro dell’ e- 


quazione b x % + — ** z > , e ne verrà b x* ■+■ c f = 

• 1 ? 

f f z> 


z ? — b 


e però bx' + e’ 7 _ 




z?-b 7 


•» . Irv oltre dall' equazione 


• „ . f • <P c • 

x = — fi ha x ~ _____ r_, ed x = — i , la quale 

* ~ b J - b * 1 * - b *' 

£f 

• » % P 

equazione differenziata fomrainillra ix Jx— z z ed x^' dx = 

» 1 


X 


-- + » 
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•l 

-,c • rT' ir, 


X z 7 ~b 


■ t 

T + 1 


. Che però mediante la foftituzione di quelli valori la for- 


* + » «+>— i 

r. iz 


W 

mola x~~' </x^ b x* <* diventa (P) — li 




» • + > + t 

X*-b • * 


Adunque acciò la forinola x~ l i x ^ix" 4- t 1 

fi polla liberare dall’ afliroetria fa di mefliere, che o -1 (la numero intero [ pel 

S' JT • 

nun». 21 1. Tomo V.], o pure non eflfendo — numero intero, Io fia — -f- — a 

tenore del precedente calcolo . Affinché poi 4 - “fia numero intero, bifogna 
che fia j [ poiché fi fuppongono ridotte a minimi termini le due frazioni 
ì , 1], e però e (iccome * fono frazioni proprie, perciò é 

► — (- — i , confeguentemente 1 4. » — , . 


19. Se mai nella formola x^ - "* i x ^éx* 4- gli elponenti f , • non 
folfero numeri interi , fi può facilmente ridurli ad effer tali col mezzo delle fofti- 


tuzioni. Vediamolo nella formola generale x ix'^bx r ■+■ . Si fàccia 

la variabile x eguale a una nuova variabile z. , che abbia per efponente il pro- 
dotto de' denominatori delie due frazioni , che fervono per elponenti alla variabi- 
le x, cioè fi faccia x—z* T , la quale equazione differenziata dà 


ix—tr * ,r “ 1 iz : In oltre fi ha x * = z* r ~~ fr , ed x =z z 1 ** ; che prrò 

U- 
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fitte le folli turioni ni «juefli valori la formola data diventa 


,r. * 


tT -' dz^tz” 


m 

r 


, in cui le lettere fl ,, t, *. , rapprcfen- 

taro tutte numeri interi, e per cortfeguenza fono interi gli «fponenti della varia- 
bile a. In quello modo operando fi ridurli la furinola 


4 

* d 


:X*-* 


-+-« » nz’ 


dz\bz' -f- a mediante il porre x — s 4 ** , 


cioè x^a 11 , il di cui differenziale .è rfxj=i2z,'*— 'dz, indi fare Iefollituzioni, che, 

* . . * ' • L ■* * i 

7 


♦ — i 


■lòmminiftra 1’ equazione xa»' 1 , che fono x — z 

* * • 

^ • y 

la formola fi riduce a nz'* 1 3 ^X/cJ-f-4 , o 

• - - * • M • ' 

^ _____ «> 

12 a" i 


; x = z', con che 


fìa 


è*’ 


40. Ma veniamo all’ elènipio particolare d’integrare le forinole differenziali 
irrazionali, che non effendo integrabili pel primo cafo, cadono fotto a quello fe- 


condo. Debba!! integrare la feguente formola xdx^x + a * „ Si liberi ella pri- 
mieramente didl^afCmetria facendo (pel imm. 209. Tomo V.) * 4 -*=a!* ,*da cui 


fi ricava x = z*—a; dx=izdz-, x +- a * = colle quali foflituzioni Ja 
formola data diventa z 1 — a X *’ \izdz =iz* dz — laz'dz, il di cui inte- 
grale [pel num. 13.] è 3 - z 1 — Lazd-h A, in cui fe in luogo di * fi follituiri 


il fuo valore, che è *= x 4- « -, fi avrà finalmente 

t 




La^ x + a % a - »<”* ^ ^ 


Tomo y 7 . 
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4 t. Lo ftefifo integrale fi farebbe ottenuto, fe in vece di fare x-h* == 
L i 

fi folle pollo x m * = * , da cui fi ha x * * — 4 ; 

i 

rf«r = ~ z * rfs ; onde con fare le debite foftituzioni la foratola data diventa 


— «Xr * 5 = »*— ■ • "Xr * Ja ~ f’**^’*— !* «**<*» 


il di cui integrale è — 


2 * 
— z 


* +r 


3* 4 - 1 


r“’ + ' 

H 77 


+ A ZZ 


2. L 

2 * 2 J 

— * — * 

3 


7 2. 

~ — - — -+• A ~ — i- az i -4- A , e rimettendo 

X L 7 5 ~ * 

3 J 


1 
a . 


x + 4 in luogo di z, ne viene per ultimo * _j_ « * — 


f- + * 1 +a = 


io*-’ -+- i<5e** -t- 2 «*>: — a « 5 

35 V x +* + 


che è l’integrale Sellò antecedentemente trovato. 

42 . Prenderò il fecondo efempio d’ integrazione dalla foratola differenziate 

I 

g& m ~~ 'dx'^ix" ■+• * 4 , che riduco a quella forma 


(QJ — “ X x“ — 'Jx^bx m + a * . Per ridurla primieramente alla raziona 1 - 

Età fi operi giuda il metodo del cum. 211 . Tomo V., facendo ix" ■+■ «t == *.♦, 


da 
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l 7 


da cui fi ricava bx m -+• « 


4 = -i «* = C-^?, 


onde è gx'” * 
** — « 


/ ** - «V"“* 

=: g. ^ — y : In oltre differenziando Pequazione 

„ fi ha rnx m — l dx — ^L. d%, e però x" — 'dx — „, 4 * ^ , . 

b b r «A 

Si facciano pertanto le fòfticuzioni di quelli valori nella farmela (QJi e con ciò 

eflà fi cambierà nella feguente g ( *— X .. Per prenderne 1 * 

\ b / mi 

integrale fi può operare unto a nonna del oum. 1 6 . , che del nutn. r&. Operali* 

« — £ 

do giuda il num. 1 6. inalzo alla poteftà $ — > a = 4 la quantici 


e mi 


viene 


— 4 ^*'* +- tfa’*’ — 4«>* 4 - 4 - <r* 


che moltiplico per 


4 rrtd* 
mb 


, 4?* , V* x^gz'^dz. i^»'rz u iz i6a^rz' a dz A**gz*dx „ 

coà —& «S» + ^ — + ^r-’ diau 

l’integrale è -«?— - 2^£L + ^'1*1 _ + 

i^mbs » i i y W >, ’ tjml»* limi 1 

,y 4 ff. z — -f- A* Ora fi limetta il valore di z, che di fopra ìli è fatto 
l mbf • . , • * * - .♦ 

■ ' ^ • ' * • ' 

* t * 

— ix" + 1 ’,e l’integrale trovato fi cambierà in 

vt . * • \ 

5 l 4 L 

as X h * m +* X èx " + a 4 X 4x “ + a 4 


ai mil 




24‘V X** - '*■ 1 X*** * 4 jò*»’/ X fcx " *1* a X ix "* a 4 


limbi 


D 2 
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A a *e 4 X èx " a 4 


-7 m b* 


-f- A, o fia 


4£ 


X **" -H *' X tx “ + 4+ *4<*X* X * + 4 \/ 4 

A 1} -4 — — Y bx m -t-a 

i ìm b‘ 1 9 mb% I 5 mÌJ A 


^rX* »" +« , ^X* x * +< yu. ^ 


timi 5 


imb‘ 


A. 


4 j. Lo fteflfo integrale fi farebbe ottenuto con porre bx m + = * , 


3 „ a — a . 

da cui fi ricava bx m +■<* = * ; * ^ — » 


7- a 3 «/a 


? 5— r 

a — * 


■— 31 «2 1 2S — ét \ , 

—1J X — i ■ X 5"— » = ( r — ) > de’ quali valori la 

mb ’ \ y 


folli. 


J S— i 3 , 

4 / % ~ ^ V * h 

timone trasfonna la forinola ( QJ ' a g" ^ \ b J ^ mb ’ c e 


7Ù 


li 


fvolgendo la potè Uà 


(t 1 ) 


j— i A /a * <fe *- Ara 5 </a 

• . g ? 

diventa 


mb 1 


mb‘ 


? 4 «*g» 3 '» _ r a ^ a, fr + dì cui l’integrale è 

«ti »Ì5 Mi» 


* 4. *<ga J 


4** 
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1 9 


• U, 

T 


é j j j > 

4£z. ifarz ^ I4**^z. \6a ì gz ^ 4a 4 ^ 

i i/w£ J imà 




l^nbi 


A, ove fofti- 


tuendo bx m + 4 4 in luogo di *, fi ha per ultimo come prima l’integrale 


4 S )(*** -H * lóag ybx" 4 - * lyi l g)(bx*- 4 - 4 ^ 4 

ajwe 3 igmà iynk> /\* 4 


I6*‘g)(hx' 4- 4 l 4“^ X**" ■+• a \/ 4 

Li Vij," « 

UWÌ 3 ^ 7*45 A 


A. 


44. Il terzo elèmpio ci verri fomminiftrato dalla forinola 
r 

ix X x " 4 - x ' 1 della quale determinerò i varj cafi col determinare i valori de- 
gli efponenti «, «, determinati i quali fi dovrà primieramente ridurre alla più fem- 
piice eiprcflìone la quantità radicale. Sia pertanto m— j , «—4, con che la for- 

t 

mola diventa ix X x 5 4- x 4 1 , che ridotta alla più femplice elprefiìone è 


,V *X x 4- 1 * , il di cui integrate fi trova coi metodo del num. 40.) ed è 


jox* — 24X + 1 6 


,^7- X“ r 


•f" A • 


45. Sia m =: 6, n = 4, con che la formola trovafi effe re 

1 

ix 4- x‘ 1 , che ridotta alla più femplice elprefiìone è 


x l dx X x ‘ 4 - 1 * [R-]- R cr ridurla alla razionalità pongo x 1 -t- 1 =* 4 -a, 


da cui ricavo z — — x + *‘ + i * , cd ** 4 t =: x 4- * > vale a di- 

re x 1 4- i = x 4 ■+. ixz 4- a 1 , e però i = ìxz ■+■ z 1 , da cui fi ottiene 
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* 

% 

• * • 

— Zj'liz, — l/i, - 


i — a* 


, conféguentemente *' = - — , e ix — 


° 4** 21* 

Si faccia la foftituzione di quelli valori nella forinola (R.) , e con ciò e Sa fi ri* 


durri alla fcguente X 1 + 


i—i* _ 


I — a* w — a* i )(ifc \/i‘ +• 1 

- — Y — i Y — — — , che con fare le indicate moltiplicazio* 

, della 


4 * 

ni diventa — 


1Ó*‘ 


ió 


quale l’integrale è 


di 


2 a — 'Za Za 


T fh- + L r -orr tbo prrfo 1-5. pec 

Za 


ió Hi 

Za 


— — , poiché [pel num. 40. Tomo V.] i. I. * — — , onde l’ inte- 


grale di — = /. *, del che parlerò nel fcguente Arde]. Soilituendo pertanto in 

X 


luogo di * il fuo valore , che è — x -f- x' 4- 1 * , fi troverà finalmente, che 


il cercato integrale della forinola [R] 4 


— k 4- y/ x' -t-i 


4X‘<> 


1 — x -h Vx‘ -+- l 


(— x -f- y/x* -H I ) 

4 X '0 


-f* A • 


45. Da ciò fi intende come debbafi integrare la formola 


ix^ x ■+■ ^x 1 ■+■ 1 , e più generalmente la formola 

ix Vx ■+■ y x* ■+■ 1 > * e 1 u *li fi riducono alla razionalità con pone 

x ■+■ -t- 1 = »• 


47 - 
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3 * 


47, Sia per ultimo mzz. 4, nr=j, lo che riduce la formala a 

I 

/x ^x* -f. x< * 1 che ridotta alta più lèmplice efpreffione è 
1 

fcdx ^ + x * , c quella fi richiama alla razionalità finto con tate 

1 1 


x* 4- x * — xz,, che x' 4- x * “ x -t- z , ma la formola razionale , che fi 
ritrova tanto in un modo, che nell’altro non i integrabile coi canoni dati, poiché 
ne rifulta una formola fratta , la di cui integrazione dipende dalie cofe , che dire* 
ino parlando delle frazioni razionali all' Art. iV. 


48. Dalle colè dette fi Icorgc, che la formola Jx 4- x" * fi potrà ri- 
durre alla razionalità firmpre che offendo richiamata alla più fempìice efpreffione, 
la quantità fotto al vincolo abbia una delle feguentt forme , - 


^x ± 1 ; V ' *: * > rf ** ± 1 1 V 1 — *’ * V** ± *'> y * ± X' • Eccet- 
tuati quelli cali, o p&re che giuda il num. 217. Tomo V. Ita m — iit; ovvero 
n=zim, la formola non fina riducibile alla razionalità. Per procedere ancora eoo 


maggior generalità fia x*dx^ tx* 4 - ex la formola ridotta alla più femplìce 
efpreffione . Per ridurla alla tazionalità fi difponga cosà 


x **' c * * ^ fàccia bx 4- t — », da coi fi ottiene 


x — » — s i Jx — i- d» ; £x 4- « * — X 7 ; 


t+ r 


■ J+r 


7 — 1 ^ » c * ; che però tacendo le accennate foftkuzio» 


S+ =• 
t • » 

ni la data formola fi trasforma nella feguent* 

- 1 + 2 . 


b S+ y +l 


z, y iz, X * — f y i I» quale tari razionale , qualo» 
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» 9 

t +■ — fia numero intero. Tale poi non può edere le non in cafo, che 1 efpo» 
> • 

nente / lia un numero fratto, il quale -abbia y per denominacore [luppon^o le fra- 
zioni / — ridotte a minimi termiri]. 

7 

49. Ai num. 37., 38. ii fono rilevate le condizioni, che devono accompa- 


gnare gli efponenti a y . acciò la Forinola x ix •+■ e* • fi podi 

richiamare alla razionalità, e in confeguenza integrarla : Cne però f pendoli già 
ài moco d’ integrar quella formoli , alla di lei integrazione ridurrò l’ integrai' ne 
di fei altre forinole più complicate. La maniera d’operare è la della, che qrn Ila 
praticata ai num. li., 13., 25., aò, a>, 28 , dante che le f rm le da ridurli fo- 
ilo le dede di quelle, a 'riferva celi' tTponei te del vincolo, che è fri tto. Se per- 
tanto nelle lei equazioni del num. 29. fi fadituiià / in luogo di » ; «in vece di 

m , ed -■ in luogo di f , fi avranno le fei feguenti equazioni, per mezzo delle 

quali fi ha l ’ integrazione delle fei formoie , che trovanti nel primo membro delle 


equazioni , ridotta all' integrazione della forinola x* 'dx Y\ x ' + c * 

X‘ 


(I.) S- * f ~ VxYéx* -h C< 7 


“ + i 


yx 


' )(b'‘ +■ 


A 

!+. 


h + 1 » + «> 


(il) s *' _ ‘ A X‘ x ‘ ' = - - + 


m • ' 


C. x^'dxYbx' +•£’ V 
«. •. e 1 A 


(III.) 
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^ y 


bx* ■+■ c 1 


u. », a 


T 77 T s ' 

avo & - ^x^T7 > + * = ^’X*’ ’ + *_ 

»I- I 


r=“* xV * s ^ , *X 4 *‘ 4 “ ,y 
cv.) s * ,+ ' - •d^TTy = +, _ 

*}• + «« + »yX* 

— — y =r=_ S- x f ~~ l JxV **« -t-c ,r 
ty + «» + #> xi A 

evi) s- «*— - VxvL , „ ^'Xy -*- «♦. »*' 

f — * X f* • ~ 


^ X* c #— « , w , > 

— — S’ * </*• Yix' •+- c* 

t— *X? C A 


. .1°* Coll’efempio particolare vediamo l’ufo, che far fi deve di anefte 
z.om, benché per altro punto non d, Lordi da quanto fi é praticato al nuL 

t 

Prenderò queft’efempio dalla forrnola *V*X * 4- I * , eh e é già fiata integra- 

chél -V°t- P ctri _ anch % »**&* coincidenza dei metodi. Poi. 

f. deve prendere""!’ equazione’ 


Tomo VI. 


E 


di 
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di quelli valori ella fi cambia in S* x ' tlx + 1 — 7 x X 


I _ 


— 3. xdx ^ x ■+■ i . Per avere P integrale di quello termine 


— “• S* xdx ^ * + 1 ’ «moltiplico la llellà equazione (V.), per — ~,c fac- 
cio in oltre 4 — 1 , ritenendo i valori di tutte le altre lettere, e con ciò ella fi 


trasforma 


in- * = “77*X* +I 1 


I 


s- V 

r 1 

x + 1 » Rella a integrarli quello termine 

7- s ^ 

L 

1 / 

*_<■ s. J* V 

x 2. 
x -1- 1 ; A quello fine moltiplico Pequazione (V.) per — 

7. 5 A 

7* 

e vi lollituifco 

zero in luogo di 4, lo che la cambia in 

t ? 

2 ‘ + Q. rfx \ 

'x + i *- S -4 2 Yx+i * - 

7- S / 

V 7- S- 3 A 


c ‘ 2 ' 4* " 5. x — '/x V x -+- 1 . Quello fecondo termine poiché moltiplicato 

7- 5* 3 A 

pet o vi a zero , confèguenteraente raccogliendo i termini trovati fi ha 


L £. i- 


S * v * } 


, X 

X 4- I 

k 

2 . 

T 

■j'X* 

X 

r -f- 


* 





». 4 . z ' 

/ X -f- 1 a — - 

- *« + 

.6 ' 

)(x+. 

X 

7 i* 3 ' 

\ 7 

3S 

10Ji 





éc 
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3°** — *4* ,6 V x ■+■ 1 , che 4 lo dello integrale trovato al num. 44. 

10$ A 

5 1. Ci verrà fomminiftrato il fecondo efetnpio dalla formola 


+: 


«•-""X 1 * xx , che applicherò al cafo particolare con augnare va- 
lori determinati agli efponenti n ì m. A fine pertanto di ridurla all’ inregrazione , 
mi prevalgo dell’ equazione (1.), nella quale faccio c 1 = i,ì»c=±i,*-=:ì, 

/—j—n — i, onde ti=n, ed * -t- 1 — m -4- rifpetto a cui dev’ eflè- 

7 i 

re y — 1 , e però .= im — 1 , e con quelle fi diluzioni efla diventa 

-«+1 


(A) S- *—’<**)( 1 ± 




m + 2 <71 -f* 1 


2m 4- 


J_ g, — '1/*^ 1 ± xx . Ora fi diano ad m i feguenti valori 


n-t-zwi-t-i 

o, t, 1, 3, 4, 5 ec., e operando nel modo praticato al preced. num. 50, fi ot- 
terranno i fulfeguenti integrali. 


(B) S- x 9 ~~ , dx ± xx — 


(C) s- x'—'ix ^ 1 * xx = 


*') 

^ t ± XX 


«4-1 

* / 

1 ± XX 


t p X*— 'ix 

+ «-M O- V l ± 


”+•3 


3 y T X *Y 1 ± xx i_ 3 _ y C — 

A B-+-J B+-X 




V‘ ± ■** 


E 2 


[D] 
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(D) S- x'—'Jx Y i ± x* = 


7 x’Y i ± .v* 1 . " 

= — +_I_Y ' -Y. 


n+5 


- - * y 3 y * Y «V t ± xx . 1_ v—L. V 1 C 

«+5 A »+-3 »-*-! »-hSAa+l*n+t J ■ 

Z v/ 1 

X * x'X 1 ± xx * 

I ± XX = A 


x n ~Ux 


± XX 


V* ± xx 


. »+7 


***’ + ~x^x^-X- *«>' + 


«4-7 n n+f n »-hl 
z 


1_V_Lv_Ly_Ì_*»Yi ± xx 1 ,_l y _LyJ_ y _ir^’4 
*+7 / '«+5%+^»+i A «+-7 »+5 A »+? A »+Ovi±x* 


*+7 a »+5 A »+3 A ’ | +i JVi + . 


(F) S- x— ^ 1 * xx * — 


f. \ / J. 7 

* x"X I ± XX * v . 7 

- A +-£-x-L.*-Y, ±xx 

»+ 9 a »4-7 A 


"+# 


-1 — V --T , V -j— V* V I ± XX 

"-h9 A «+7 A *-^5 A 


_2— V 7 y - ? V — L_ v' Y I ± xx -+- 

*+9 A »+7 à »+ì A «+3 A 


-2_Y-I_ V_L.Y_L_ yJLx^Y* di xx -f- 


x-t-9 a b- 4-7 a »-»-j a » 4-3 a »+i 

-^-V JL.y_Ly_l_y_L C C= 
»+9 Afl -I-7 A »-*-S a »-*-J a *-H O* Vi ± 


Vx 


xx 


rcj 


i 
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x X 1 ± XX a 


U+II 


V I ± XX -b _JLL_V_2_y_L x .-Y i ± XX* 

K H+9 * A iM-U h t.+ 9 *n-b 7* A 


II_y JL_y_!L Y—L_x”Y i ± xx + 
B+n A «+9 A »+7 , '«+j A 


V 1 . 2 

— y y - 7 V L. y — L. ** x 1 * ** 4- 

«4-i x A «4-^ A « 4-7 A *4-5 A "+3 A 


_ 11 V 9 y_l_ y _I_ Y— 1_ Y _L_ jk’Y » * XX -f- 

«•f-n A *-4-9 X «+7 X <M-5 A »+3 X *+i A 


- ” v 9 y 1 y _ 1 _ Y _ 2 _ V Q ~r_ ., ■ , e cosi in poi. 

■4-ii a »4^ a »+ 7 A «+-J ± xx 

Che fe adeflo fi aflcgnerantio ad * i vaioli i, 2 , j, 4 ec. , dall’ equazione [B] fi 
dedurranno le Tegnenti [HJ / V 

Ì 1 •*> 

-- - - - — ‘ *— • r- - 

1 . % . k | 2 y». 

.sl’X'*”' -rSvfrs 


*«♦ 


IL 



. • . 

S- xix^ 

( I ± xx 

1 

2 

s xVx ' 
/ 

^ I ± xx 

1 

2 


! ± ^rx 


xdx 


T + iQ = 

4 w' V* — 


Vi ± xx 

x'dx 
Vi ± xx 

xVx 


S. X^X^I±XX =J-X^^I±XX + ^S-V*± 


XX 


ec. 




/\ 


Da? 
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Dall’ equazione (C) fi otterranno le ftguenti (K) 


S- dx ^ i ± xx — ì- x ^ i ± xx 4 - 11 ? x X 1 ± xx 4 


3- i 
4 


dx 


• * 


g. xdx ^ l ± XX = ~ X 1 ^ X ± xx -f- ?;„■! X» ^ i ± XX -f- 
, . x 

fri S-vT 


xix 


s. xVa ±xx = sr * 5 X 1 * x * + *’ X 1 * ** •+■ 


x'dx 


?• r Q 

6 . 4 J.^I± 


L l 

S. X^x ^ I ± XX = J X i y^i ± XX 4- *’ 1 X* ^ 


I ± XX 4. 


x ! dx 


9 7 = «• 

7- 5 j-v'* * X* 

Dall’ equazione [D] fi avranno le feguenti [MJ 


S- X 1 ± xx = ( 5 '*X ,:t ** + &ì Jf X I±xx + 


v 3- » K V I * xx * 4- V e 

6 . 42 A 6.4. j J'vi± xx 

t 


S- xdx X * ± xx = x* X 1 * * x + — ■* x 1 X ‘ - ** + 


5. 3. « 
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Jl±JL*>V, ±**' + > * » C 

7* S- 3 A • 7- 5- 3 V 1 ± * 


s «■/« X 1 * = ì *’ X ' * * + ìrl X 


z 


i ± xx - 4 » 


±I : ». *>y,±x/ + _Li_L C = 

S* ^ 4 ^ (X 4 ± 


*Vx 

4 <->• V» ± ** 

r 


s- * tjx x * * ** = ~ *♦ x i + xx + i_i ìxx 1 +. 


x .* . 


*Vx 


cc. 


■«• * 1 «> V, ± .* * + -L!- • C -=s 

9- 7*^J /x 9-7'S 'J , V , »±Jtx 

Dall’equazione [E] nafceranno le tegnenti [N] 

2. 2. L 

S-^X ,±XX — S" x X ' “ ** + f ^X * ± •** * -*- 


LLLxV. txx 4 - 1±±J xV.t XX \ll±J C 

&Ó-4 A S. ó. 4. i A S. ó. 4. 2. Ov * i 

2, 2 2 

s- x * ± ** = x 1 * xx ■+• ~~ 1 x* x * * **■ ■+* 


• 7 ‘ * — ** V 1 ± xx -+- _ x'Vt + xx 4-2LL 1 Q 

9. 7- S A 9- 7* 5* 1 A 9-7- S i 


xifx 


V* ± ** 


$. Wx 
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1 I I 

s .x'dx^i±xx X' ±x * * ** + 


x'Jx 


7 . v T. , \/ - * 7 . f. M. , W * 1 5 . t.p * ax , 

— x 3 Y 1 ± xx 7 — — x 3 X 1 ± xx - 4 - — X. — 

10.S.& A 10.8.&4. A 10. a. 6 4. U Vi±xx 


Y 1 ± xx 

*=— X* ) 

/ 1 ± xx 7- — — x‘ ) 

^ 1 ± XX 

A 

Il / 

\ 11. y. / 

\ 


?. t. ,\/ . 7. V*. ». ,\/ . % * *■ 1 . y 

— -v 4 X 1 * ** -f-~ x* Y 1 ± xx 7 S, ec. 

11.9.7. A 11.9.7.5. A 11 9 7 S-vJ V 1 ± xx 

Dall’ equazione [Fj fi ricaveranno le feguenti (PJ , 


S . dx )(. ± xx =± *X« ± ** ‘ + H X X ‘ * ^ I + 


9_ 

10. 


->• r. \/ * , 0 -t 7 1. \/ *. \/ » 

— r x X 1 ± xx 7 — — x Y i ± xx H — * Y 1 ± xx 

I.8.S. A io.a.0.4. A io.a.6.4.2. A 


9 ■ 5- *' 3 C 

iaS. 6.4. j . O Y 1 — xx 


dx 


s .*rfx)(i±xx *=£*»X l±x * + irìr X 1 * ** + 


VililvYn* *+ 

1.9.7 A 11-97 5 - A 


9 - 7 ?■ 3 - T - „» 
11.9.7 5-3- 


X * 9 7 5 q r. p x ^ x 

1 ± xx 7 . — ■ — 

11.9. 7. 5. 4. U Vist** 


S-xVx^iixx = £** X'*** + ^“ X, X' * ** + 


9-7- 
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9 ‘ V i ± «x x» Vi * xx -f- 

22 » IO» & A * 2.10 8.6. A 

V 

* 7 f. * t. . \/ *.«>'».<. *. T.f* *' J * 

12 . ia.S.O.4. A 12. IO. 5 . a 4 y*! ± XX 

S- '* X 1 ± ** = h **X f * x * 1+ ifrr x, X l * x * * 

i *. 

9. 7. 1. \/ * , 9. 7. <. ». W * a.7.5 ).r, 

+ 77 ** X 1 ± ** H ** X 1 — ** H *'I 

ij.11. 9 /\ 13.11.9.7. A ij. 11.9.7. j 

Dall’ equazione (G) rifulceranno le feguenti (Q_) 

S' rfx X * * x * * = i7 x X 1 * ** + nr,r x X ■ ± ** 

1 _i 

T». 9 . ». \/ * IT. <J.7 t. V * 

■+■ ", ù * A 1 ~ XX + X A l ± XX 

12. 10. S. /\ 11. 10. il. 6. 

t _! 

+ 7i^r ó Tr * a 1 * ** + t 2.io. a :6,^r x X 1 ± xx 

1 »• » 7 . f. *. ». Q J x 
12. ia ò. d 4. 2. O y i± x* 

11 »i ^ 

S x ' x X — — 1 ^ *' X 1 - xx •+• "rVi r ** X 1 * x * 

2 L 

IT. 9 . I. y * TI. 9 7 . T , V 1 

^ ,, „ * X I ± *X H * A I +** 

1311.9. /\ 13.11.9.7. A ~ 

f T 

j- 1T 9 ^ ^ *• ,V 1 . it. 9-7-T ?■ r* , V *" 

+ < 3 - "- 9 -lT A 1 * + T ; : .. 7 ^ 7 . , i. « X 1 »-» 


Te*» yt. 
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»• » 7 5 - 3 - «• C — - 
ij. ii. 9. 7. 5. 3. G' V^xx 

S.xWxX* ±xx '^Lx’X**** r v 5 X I±x * * 

7 " . x 

no 1. . V * . ii.ffi- , V. *0 

-f- X? X 1 ± XX ■+• — x 5 X ,i ± XX 

14.11.10. A 14.11.10.#. /v 

x i_ 

11.9.7.'!. t. .v * . 11.9.7 5.3.1. , v . * 

• Z-J—l X I + ** -+- JT -7 — X* X I Jfc XX 

^ 14. ii. io.a.6. A. 14.12.10.8.0.4. A 


+ 11.9. 7. 5. 3. 1. o * l _* x - * ■ 

14.11.10.8.0.4. O* ^1 ±*x 

S-x^xXt±xx *= 1 ^**X I± x* +_ ^r * 

t_ r 

11. 9. 1. . v * ti. 97. 1. * 

15.lJ.il. '' 15. 13.11.9. /x 

T. JL 

11. 9. 7 - 5 - r. . V 1 li 9 - 7 * !■ . V * 

H — — - — x* X 1 ±. xx -3 „ „ , " x 4 X i ± xx 

15.13.11.9.7- A 15* *3* II- 9 . 7 1 S* '' 

11. 9. 7. !• 3 - 1. C * ,<fx 

-t* > ec. 

15. 1J. II. 9.7. J. y'iixx 


51. Ai ritrovati integrali non fi è aggiunta la rodante, perchè fi fono prefi 
«ella fuppofizione, che fvanifcano allorché fi fi x—o. Che fe ora nella quantità 
radicale tacendo valere il légno inferiore > onde la formoia fia 


x—* Zx)(i_ 
alle foglienti 


xx , 6 Apporrà x=x , le equazioni (H) li liòmanno 


s- 
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S'*X‘-~’= rS^i=** 


5 .xJx\x-x* 




1 p xix 


3 ^ V l ~ xx 

I P x'ix 
4^' Vi — xx 


° /v i ' J Vi — ** 

Le equazioni [K] alle feguenà 

s 


ix 

X‘-XX 

* _ 3 - '• C 

* 4 ** 



4. 2. v 
i 

V 4 — XX 

• 

xix 

xix 

X‘-xx 

*_ M-C 

' xrfx 

I c 

5 - 3 * v 

J 

^ Vi — XX 

5 0‘ 

Vi— xx 

x'ix 

X 1 - ** 

7 _J_r ( 

■"> xVx 
V — - 

1- 1- ( 

P X*| Ix 

6.4. ' 

x 

•J Vi — xx' 

3. 4. < 

J Vi — xx 

X 5 ix 

V 

*-±± < 

•p xVx 



/\l~ XX 

7 - S- ' 

J V 1 — XX 




Le equazioni [MJ alle Arguenti 
i 


S'« X'-** *=iir S--===— 

' ' 6. 4. i. U Vi — xx 2. 4. 2. <J Vi — : 


Vi— xx 


s- X— «« *=-ììì-S- 

° 7- 5- 3- ^ Vi-xx 7 j Vi-^ 


F 2 


S- x* 
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1 


x'dx^i — xx 

2 

5. v i.r 

x'dx 

5. 1. 1. r _ 


8. 6, 4. 

Vi—** 

8. 2. 4. 'J \ 




x , dx 


x } d x ^ 1 — xx 

t 

e 

_ I. I. I. £ . 


9. 7. 5. 0 

1 Vi — ** 

3. 7. 1. J 

1. 1. r * ìtf * 


- 



7. 0 Vi— XX 


. 

r ‘ _ 

Le equazioni [N] alle feguenti 




7 


p. rfjf 


S ** X i - xx 

X 

7.5 3 1. 

_ 7 - f- 1 - »• 

7 

8.6. 4. 2. 

O Vi — xx 
f\ xdx 

8. 2. 4. 2. 


xix ^1 XX 

2 

7 - I- I- r. 

L C _ 

7 

> 7 - 5 - 3 - 

0 Vi — xx 

— 9 J Vj 


c/*> 

* 

M 

K 

X 

1 

Jc 

2 

7. 7 . I- 1. 

(-y X x itx 

7 - I. I. f. 

*7 

io. 8. ( 5 . 4. 

0 Vi — xx 

~ 2. 8. 2. 4. 


X J rf.V ^1 XX 

2 

7 5 - *• i- 

xVx 

*•»• e 


11.9.7.5. 

0 Vi — xx 

II. 3. J 


dx 


X X ÌX 

Vi — xx 

tWx 
. — XX 


Le equazioni (P) alle fèguenti 
9 


S- ix V — ~ 1 v C— g'7-i-i-i. r — — 

'* 10.8.6.4.2. O V* — ** 2-&2.4.1. 0 V 1 — * 

S-w* Y — e; -se — L e 

^ 11.9.7.5 J. V»-*** II vJ y-i-xx 


S- ^Y,-« * * *±_ C -gg- = C -g 

12.10.86.4. O - Vi — xx 4.2.8.24.'-' Vi — 


x x ix 


S * J 
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Q. xv*Y*-** * = -»UL±i-C = jjiC 

^ /' :3-u.9.7.j. O Vi-** 13. ii. O' Vi — xx 


Le equazioni (QJ alle fegucnti 

li 


Q. ,/*Y,_** * - il» » » i- e — — _ rt. 3. 7. ^f C — £l- 

li. 10.8.0.4.2-0 y ' i — xx 4. 2. 8.2.4. 2. ^ V* — xx 


xdx 


dx 

xx 


Q. , _ xx * = »-»7 5-3-t C „gj, JC 

•a I J* 11*9* 7 * 5*5^ Vi — xx ig v '-} yi — xx 

11 

5. *v*X 7 - xx *- _!i±z±nC x * v< - _ »•?■!. i. mC 

14 12. io 8.0 4. 0 — xx 2.4.2.8.2.40 yj — , 

. « 

5 xdxYl-XX ' _ J r - 9 . 7 . 5. V T. C _ 

XJ.13. 11.97.5. Vi— x* 

*• »• >• »• »• >• Q x s dx rjr^ q *)/ v 

5. I3.I.1. 1.1. J y'j—xx * 3 -S‘ 0 

53. Finora fi fono avuti foltanto gP integrali in parte, reftando tuttavia da 

x" — 'dx 

prenderti l'integrale della forinola - fecondo i diverfi valori 1,2,2 ,4,4 ec.. 

che fi poffbno dare ad », della quale tratterò a fi» luogo parlando delle forinole 
fratte irrazionali , t di cui integrafi perctò fi poffbno vedere ai num. 204., e 2od 

54. Qualora poi nel prendere gl’ integrafi della forinola *’ 


x* 1 dx ^ 1 ± 

x"+- ' ‘fc.'X 


•JW *}• "* 
% 


XX 


* 0 pure ( eh* egli è lo Itcflò) della formola 


■ » 4 * — 


1 ± xx 


fi voleflè evitare la formo la fratta * > 


1 

* 


ì ± xx 


di cui per ora non fi (anno trovar gl* integrali, ciò fi otterrà nel fogliente modo 
Si prevalga dell’equazione (V.) facendo i, t— ±i, , =2 , 1 — «4-2 } 

ond’è x — », /— 1=«— 1, J! — m + L, rifpetto a cui dev’ eflere t=2, e 
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però + • + 1 = «* I, e con quelle foflituiioni la da» forinola 


k -+ » ix Y i + . 


+ r 


diventa 




S *‘+'' x X i± 


■ m -f* 


T * «' X ' 1 


» -+- a* +- 3 X ± * 


. n -i- 3 X ± 




•"+7 


(A) ' a/*X l ± . 


1 + ì ±x "X 1 ± 


** + 




-S.x--^X'.± 


- + r 


«M-2W-I-3 

Ora fi diano ad « i feguenti valori o, i , J , 3 , 4 , 5 ec., e operando ne ' nrodo 
praticato al riunì. 50., fi otterranno i fuflèguenti integrali. 

»+“ « + f’ 

* _ ± 1 X ' *** 


(B) S- *-/* X 1 - ' 


(C) s * l JxX l± 

s-^X’ 




2* -4-3 

m + 7 

**y 1 ♦ xx 


2 « + 4 


" + r 


(D)s.^^ X 1 ± XX 


+ 7 

_ ± X * X t ± XX 

21» -H5 


•*» + \ 
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• ! X Vi ±x* 

im+} i»t5 A 


(E) S. *'**)( 


m +~ 


l ± XX 


= ± X } X 1 — XX 

i m 4-6 


m ' 


w -f - 
a 


? X xYi±; 

im-t- 4 2*4-6 A 

4 - X r S- Jx Y i ± x* 

2 W 4-4 2*4-6 A 


* +r 


(F) S. Af! rfjf y I + 


m + r 


_ ± x* X i ± xx 

2*4-7 

*+i- 


ra 4 — 
x 


L_ x — i— *‘Y‘*** 

2 * -4- J 2*4*7 A 


± _ 1 x— — -x— 4 -- y 

2«4-ì 2m+j 2*4-7 A 


"+£ 


* ± XX 


(G) $. V* Vx ^ I ± ; 


"+ f 


— 4 X ; ~ X I » XX 

2 *hk 5 


■+f 






47 


1*4-4 ^ 2*4-6 ^ 2*4-8 X X I±J 


■ ut 4- 


— ? 




2 * 4-4 " 2 * 4 - 6 ’^ 2 * 4 -» S- J x^i±xx 
e cosi io poi 


Ciie 
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Che fe adeflo fi affegneranno ad m i valori o, i, 2,3, 4 ec. , dall’equazione [B] 
fi dedurranno le feguenri [HJ 

« £ 


S- xAx ^ I ± XX =± ~ ± XM 


S. xix y i ±xx = ± ~ ^ 1 ± xx 


S' xix ±xx =± - ^ I ± ■ 


S- xix 1 + xx --± l — X 1 ± XX 

Dall’equazione [C] fi otterranno le (egli enti (K] 

£ £ 

$ x'dx^ I ± XX 1±*X 


S.xVx^ I ± XX =± jr-X ^ 1 ± xx Q S- ± XX 


$. x ' J x)( 1 * ** — ± g X^l ± XX + 8 ~S'^^l± 


S-xVx)(l±xx =±ìx^i±xx ±** 

Dall’equazione [D] fi avranno le feguenri (M) 

L £ * 


S-xVx^ I ±xx =± j-x’^ l±XX — ± XX 


.£ 


s-x^X 1 *** —±~x i y^i*xx — “‘X 1 ± 
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i 

r 

X ! ix^ X * XX ~± ~ X 1 ^ 

/, ^ v. *• y77 

' 7 . y-À 

7 

9 

± XX =± ^ 

(. * * *• V. , 


Dall' equazione (E) n alieranno le feguenti (N) 

X 

j 

S. X'dx y^i ± XX =± ~ X 

’X* — *-£*X' 


+ riS'' x X' ± 


1 



r 

$• X* dxjl [ + XX “ 4 ; x* 

y. 

3 

v * 

A 0 

A 1 -** 


ón x A‘ ±xx 

£ 

+ rsS**X t±XK * 




■% 


^ 7 _ 

7 

S. X* ix ^ I ± XX = ± x> 

Y 1 4. x 

3 

X — 

3 - V ^ * 

A - 


n X X I ^ XX 

0 . ia A 

+ a.iZr$ 4 *X* ±K * 



/ 

7 



9 

5. X* Jx V t ± XX — * — X 3 

1 ± XX 

~ 2 

%• . v . * 

g A 12 


to. 12. A 

+ 10.» S’^X 1 *** 



• 

Dall’ equazione [F] fi ricaveranno 

le feguenti 

[PJ 


X 


j. 

t 

S' x s /x y t ± XX =* — x* 

Y r 4- vw 

3 

jL Y, + xx * 

A 7 

A * 


j. 7 . * A* ±x * 

rem. f 7 . 


G 
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2. 4. 

Y I XX 



~ 3- 5- 7- 

A 

% 



L 


. \ / 


\ + X.V =* ~ ** ) 

^ t ± XX — 

_ v l Y I ★ XX 

$•>’ / 

1 

< 

| 

1 r* 


5. 



2. 4 - 

,Y i + xx 



- 5 . 7 . 9 . 

A 

7 




. \ « 


. * I \ 

/ * 

- V 1 Yl «♦> XX 

S- * 5 rf * ) 

f l± x* =± rr x > 

Y I ± xx — 

9. 11. A 


XX 

7 


•T^rX'* 

s»'*X‘ ±x '‘ X‘ i '“ ~n nr^X’* 

_____ - 
— - 2 ' — X 1 ± xx 

* rr' ^Lsf Tk LsfoS k'S" « 

Luppoli zione che ivanifcano allorché li la w t r 

,c 6 f„à a r«S»o infcriore, «- % « « «W* *=>• 

le equazioni (K) fi ridurranno alle leguenu 


xx = \ s-^X 1 


S- x’iix X» —** rnjS-^X' 


S- x 1 ix X* — ** = g" S* ^ X 1 X * 


S-*‘ 
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5 » 


s-* i ^X , "" xx * = *o s ' x X ,_ 

Le equazioni (N) alle feguenti 


s . *♦ ix X « - XX * : = ~ S i* X ‘ “ ** 


s.xWx X * xx = £i; s, '*X 


I — XX 


s. *WxX*-xx =^;S^X ,_ 

7 

5 . *♦ rf* X * ** ‘=i7rz s -^X I_i 




Rella ora da trovarli 1 * integrale della forinola 1 — * * • Cerchiamo 


primieramente l’integrale della forinola </x^i±x* . E in primo luogo quan- 


j * 

to alla forinola 1 '■+* x x li faccia 1 ■+■ a(x = af*i onde elevan- 

do al quadrato fi avrà t 4- xx = xx 4- ut 4 - * l , da cui li ricava x = 


1 -h x x 


» 1 4- z * a z'dz -dz\ 1 — 

• d x — , — — 

^ * 7 r* 


2 Zi 

O 


^ * X ** 1- 1 che però follituendo quelli valori nella propolla forinola , effa fi 
a** 

•a.' d s — ì z*dz —d& 


z.' *- 1 * 1 

cambierà in — d z, X — jjr — X 


2% 


4 1* 


G a 


Digitized by Google 



J2 DEL MODO D'INTEGRARE LE FORMOLE DIFFERENZIALI, cc. 

L i% 

— - zdz — — — , il di cui integrale è — - a* — “ 1. x -f» 

— - . Per lo che rimettendo il valore di x, fi ha finalmente 

O Zi 


Sy*X I + ** — — § X^ 1 ^ x x — * — J — i - y 1 ■+• **—■ 


+ 1 -t-xx—x , come vedremo at feguente Art Ut Rifpetto poi alla for- 


inola ^ i — xx fi faccia i — xx = z, da cui fi ottiene x— y'i— x 1 ;, 
zd z 

" x — ~T_~ — i onde con, fare la forti tuzione di quelli valori erta fi trasforma 

V^i— x‘ . 


X 1 dz 


in 


il di cui integrale , come vedremo al n.2oj., è~x^ i — xx 
— "I S — ’ cornc vedremo al feguente Art. HI, 


d a 


x— xx 


i — za 


eguale a un arco di cerchio , il di cui lino i = a; Dunque — xx 


i-te^x — xx un arco di cerchio v il di cui feno è x. Ciò porto paf- 




fiarao a trovar gl’ integrali della forinola d x^ x ± x x nelle fuppofizioni 

dì m— r,2, 4 ec.Per far ciò mi fervo della forinola (I)dcl n. 49. , nella quale fac- 

cio = 1, b—lz 1, J — 1 j»^z2, indi ad «do il valor conveniente, onde facendo 

V — 2 
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a 


> — 2 fia — • -f- I = m -j- L, c operando al folito- ritrova i feguenti inte- 
grali . 

S* '-X 1 **- =z*X i±xx * + fS- **X i±xx * 


S^ x X I±xx * == i‘*X , * xjr 1 + ró x X i±xx + 


S rfx X ,&xx " *X i±x *' + 6 h*X l± ** %+ 


^*X ,±xx ‘ + itì s-' x X i±xxl 


.7- 


s . </ x X 1 * x x =r 0 x X x±xx *'*'*nrc> x X ,± 

1 r 

— ^ — * Y « ±xx ■+• — ‘•' T ' 9 x Y 1 * * * + 

& 8. io A 4 . ó. S. io A 


4. 6 8. io 0 A 


s.^X i ± xxi -r l x X ,±xx ‘ + Trir x X ’“ xx * 


9- «I 
8. io. la 


X * , 7 . 9- Il \ / * 

,±xx + 6 8. .0: «'i x X I±XX 


+ 
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5. 1. q- 11. \ / 

— X Y li*. 

4 ù. a. l. /\ 


1 » » 

4. 0. S. tu. 14 


S d * 


X'*' 


e così in feguito: Che però cffcndofi già trovati gl’integrali di </x^ > ± 


fi hanno in confeguenza gli altri della forinola A x ^ 1 ± x x fecondo le 

fuppofìzicni di « = 1 , 2, 3 , 4 ec.; e a norma delle cofe dette della formola 
m-f I 


x A x 


X’* 


55. Non folo fi può ree rea re gl’integrali delle forinole irrazionali c n n pro- 
cedere, come finora li è farro, dalle formolc p;ù alte alle più feinplici, ma vice 
vtrfa ejiancio con procedere dalle più frmplici alle più ..Ite , e per mezzo d un 
prodotto d’ infin ti fattori ottenere in certe fuppofizioni i valori degl’integrali cer- 
cati; poiché per efeinpio non foio fuiiillc I' equazione [1.] del n. 4^. come Ita , 
ma frullile ancora cesi 


/—i 

$. x dx 


(* » 

f Yb x* +-e » 


w • * y Ybx' h 

X »*+»• 

' ' * 


”+ I 


f * x > ~' A x\l bx* -he 1 Che però debbafi in quello mo- 

do rapprefenjare I* integrale della precedente formola 


S- * 


'"X- 


•"+r 


nella fuppofizione di *=1. Per farlo mi preval- 


go de'l’ equazione [V.], nella quale ferivo n in luogo di f,e faccio t — 2 , b —— 1> 
c 1 =. 1 , > 2 , ed * — 2 »< 4- 1 , con che e, f J diventa 

1 m+L 

*+r . \ / """ 1 - v * X * xx 

S- X dx )( « - XX = - ——— } 


4- 
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-m+L 


JS 


n +- z m + 3 


»■— i \i » 

S- * ^ y 1 — * * > c ^ c riduco alia feguente forma 


-m + L 


-m+L 


s. x* i i x y^i—xx j.x" — x x 

m -f- L 

it +- ini 4- 1 »+i \/ * 

4- S* * « •* Y 1 — * x > c ^ e a raot ‘ vo di x = i di- 


venta S- ^ x X 1 _ 


’»+ L 


_ H+2BI + ? . » + « V m + 1 

- S- * d x ^ i—xx [RJ. Ora fi ha il va- 

lore di quello fecóndo membro con moltiplicare la (leda equazione [R] per 

»+i* + j ... , 

> e lomtuire » -*- a m luogo di » , con che ne viene 


m+ L 


’L±2JL±J> S .x'+'dx'y t -xx ’ = 


n 4- 2m + 1 


«f r 


v " + J * + 5 „ *+J , \/ 

X 7Z-— S-* dxVi-xx , e 


I 4- 2 J A 

quello fecondo mrmbro fi ottiene con moltiplicare F equazione [R] per 

» + j * + ^ u *f !»+5 . . 

X j e foftituire « +4 in luogo di », lo che dà 


il valore di 


*+lm+j «±2w+5 »+? 


• m+L 


n+2 


s * 3 '*X * “ ; 




«4-2M+-? *-him+< n+im-t-j \ / "... 

X-^-X-TiT" S ' * ' X X ""** C cosi iB poi, 


onde 
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-™ + L 


onde 


finalmente fi ha [T] $• x i * * * — 


n 4 -vm-\~i v n-t-im-i-l t n4 -2m4- - ’ „ "-H-” *~9 
n ^ n+2 ^ n-f-4 ^ «H-Ó 

i + r 


n-f-iè-f-2 


- . ■■ — m T — 

S. + x^ I —XX * , ore la lettera * denota il numero de* fat- 

tori. che può e fière infinito Ora quell’ equazion generale fi riduce al cafo par- 
ticolare con determinare gli efpoiventi »,*: Sia pertanto » = « j(n = o, e con 


ciò ne verrà 


. ; 7 4 6.8 io. n ...... a 1 -»-! ^ **, \/ * 

(X) S • ' *X 1 “ x * = r^TTTTTTT. .z*-i S,x X* ~ xx 

che fe farà « = .2, m == o, fi avrà 


[ZJ S- x </ x^ 


5.T9. TI. IV 


. . 2*+-} a*+« 


rf*X» -XX* 


/x ** -2.4.6. (C. o...". S* x 

j 6. E qui .fi avverta , che fc la lettera <■ rapprefenterà un numero ìnhmta- 


** \j 

niente grande , faranno eguali le due forinole $• x rf x V a xx 


g, x ^ + ‘ ^ 1 — xx , ficcome pure eguali fono le due 


li + r 


S . x - ■ VxX * - XX ' , S X ** + ' rf*X « - xx \ qualunque fia la dif- 
ferenza che palla tra r, e r, pu chè fia finita; che però fe fi dividerà 1 equa- 
zione (Xj per l’equazione [Zj , li avrà 


S-'xX I - XX = 7 


4. 6 8 J-' i’. 14 


? 5. 7. 9 - « 


ec. 


, vale a dire 


Sx^X 


I 5. 7, 9. II. I>. 15. 
— 2. 4. 6. fi. IO. 12 


ec. 


S-'* 
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57 


s^X*- 


2. 4. 4. 6 6 . 8. 8 ro. 10. «■* it 
* 5- S- 5- 7-7-9“ 9 “• “• *3 


ec. 


I — XX 


X j 


X I _ ** " -* 

« — ** — - S ) e come vedremo 

3 


al aura. 195. S- 


= 1 ( Tempre alla fuppofizione di x =z 1 , allorché 


V'i — xx 


P integrale fvanifee» facendo x = o ) ; dunque $ x «/ x X * — x * = “ > dal* 
la foftituzione del qual valore la precedente equazione diventa 


1 

a » 


_ 2 . 


4. 4. 6 6 . 8. 8. ro. io 


»• 3 i i‘7 7-9- 9- “ 


ec. , confeguentetnente 


& d * )( 


I — XX 


2. 4. 4. 6. 6. 8 8. ro 10. 12. 11 c , . 

— Z_3 ec Ed ecco che 


*• 3- a* i- S- 7- 7- 9 - 9 - “ 

I 


ti i trovato il valore dell* integrale S- ^ * X 1 ~ c ‘ fprefl ° d * un P ro - ot * 
to d’ infiniti fattoti nel cafo di x= I. * 


*— t . . f 

J7. Qualora adunque fi abbiano le due forinole S- x 1 — x' 


p— l . * 

5 . x i x Vi x' , che difeordano foltanto nell’ efponente della va- 
ro». VI. H 


iia- 
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s 

liabile elidente fuori del vincolo, li potrà nella fuppofizione di x = i rapprefefl- 
tare con un prodotto d’ infiniti fattori la ragione de’ loro integrali , e fe uno di 
quelli integrali farà aigebraico, con un prodotto d’ infiniti fattori fi. potrà efpri- 
mere il valore dell'altro integrale. 

58. Quantunque ciò fi lia potuto olfervare nel precedente efempio , null'oflan- 


te vediamolo ancora nelle due forinole generali S. x" — 'dx ^ i — x' , 


S x -’ 'dx^i — x’ - • Servendomi dell’equazione (V.), in cuifoftituifco * in 

luogodij; fin vecedi»; 1 inluogodic'; — 1 inluogodiig — — » in vece di “ ; c - 
operando nello ftelTo modo praticato al num. 55., riuovo 

S- '^X « • 


1 


n +■ m . n-j-m-h I. n-t-m-f-rf ... n-f-m -1-1; — r . t n-pfr— 1. \ /— 

= ■■■ — S- X dx V 1 


x‘ • 


n . »-f-t . n-p-it . — »• * 

( la lettera * rapprefenta il numero de’ fattori). Parimente ritenendo le fatte fo- 
ilitti2ioni nell’equazione (V.), e fedamente l'ollituendo p in luogo di /, fi ha 


x r 1 


’ t 


ji m . » •+• m 4 -f . p+mj-lt... pj-m + k — 1 . t 1 

1 — — — S- x dx 

p . p-f-f . p-k-lt ... p -+- V— »• * 

Ora rapprefentando la lettera K un numero infinitamente grande , le due formole 


x~ : 


, - 


— 1 

t 


fono e* 


n+kl— t W ( * 

integrali $. x t * x /\ 1 — * > S* 

diali ; per lo che fe fi dividerà la prima di quelle due ritrovate equazioni per la 
‘ feconda , fi avrà la ragione de’ valori de’ due propofti integrali efpreUa da due pro- 
dotti d’infiniti fattori, come fegue 


s 
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59 ■ 


X w — ■ B+-* . «-*- IW -4-f . «à-m-l-if.. . n -h ni -t- i t t 

l — x‘ ‘ = 


»+-r . n il ... n +- 1^ l t 


— — i p 4-m • p-hm 4-t . p+-m+-ìt. .. p 4- * 4- A * ' 

i — x' » =: = . .... — T~ ~ 

f . t+t , p+3.t ... /•+-*-»•* 

vai: a dire 

y r =-« 

S x '* x f\ * x * p n i-m p +-r Y m +-I , p -t- 2 r )( o + «i it ... 


S* x r ~ l dx ^ 


■ «. P+-M. n-H XP+"“'** t * 


x • 


it-hm 


59. Se tira /=»+-», quello prodotto fi ridurrà ad — — 


fio. Che fe il valore di g. x f ~'ix X « — x* farà afiégnabile , per 
efimpio z= M, fi avrà 


C. x'~''dx Vi x' . 

' \ p. n-p-m p -l-t )( n-l- m +1 . p-hity »+■ w, -+- I 

e però 


ec. 


M 


». p-t-»/. n-p-t Xp+-m+-t . n-h<t Xf-hm+it ec. 


S . X*-Vx X « - *' * 

n.p-t-m n+t yp +-m+t. *+uX p-h'« 4-zr ec. 

( 5 i. Se la f>rmoIa da integrarli non fi a (soggetterà ad alcuno de’ due prece- 
denti eruttati cali, vale a d-re non ita algebraicamente integrabile , o pure ha ta- 
le, che quantunque abbia l’integrale algebraico, non fi fjppia il modo di r trovar- 
lo, la fidinola allora apparterrà al t<rz > cafo. di cui ora fon per parlare , e che 
confile in accollarli per mezzo delle fi rie al vero valore dell’integrale cercato. 
Siccome poi le (-rie, che li deducono da quantità radicali , proccdon funpre all’ 
infinito, e con quello metodo li può trattare tanto una forinoa , che non abbia , 
quanto una forinola, che abbia l'integrale algebraico; quindi s intende , che dal 
trovarli una ferie infinita per l’integrale di una propolla foimola, non fi può in- 
ferire che tale formo la non abbia integrale algebraico. 

6i. Propolla elfcndo pertanto una formola differenziale Irrazionale intera da 

H i in- 
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« 

integrarli, di cui non fi polla colle regole date, o non fi fappia trovar l’integra- 
le, fi dovrà ella preparare all’ integrazione con ridurre in ferie la quantità radica- 
le a norma del num. 847. Tomo IL. Sia per efeuipio data la forinola 


x t ~' l Ax '^ r -1- bx' , in cui nè la quantità fuori del vincolo è il differenzia* 

le della variabile elidente fotto al vincolo, nè o pure — -f- — è numero in- 

• • 9 

tero, che però non fo integrare, nè polfo coi canoni dati. Per prepararla all’in- 
tegrazione riduco in ferie col metodo del num. citato la quantità 


. 

1 4- b> 1* cosi 1 4- — x -h — x -+• 

V »■ if 


»x» » y-’tx *» xJ . .y.-tU-t, x.->x* 4 


*■ 29. 3* # *. 29- 3 f 4 » 

ferie moltiplico ciafcun termine in x* ' dx , e mi viene 


jr 4 * •+■ ec., della qual 


f-ix + - x*+—'Sx + 

9 9 • 19 


S+*r-l dx + 


•X" 9 V » — '9\ hì 
9 9- l* 


s +l'- l Ax +• 


* X» 9 ' K»- ?X» 't>X^* x f+4 *— Vx 4 . ec., il di cui integrale è 

9- :*■ 3». 4* 


V. b. X f +* 


^ * 

-X^X^-vX*- 1 ** +*' + 

9. 29- 3 * X * + V 

-y~ , X T^T,X- - ; >X»- 4 * f +< » 

9. i*. 3*. 4* X* -I- 4 * 


. X+n 

* V 


4- ec. 4- A. 


<53. 
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63. Se la forinola da integrare foflè (lata x* 1 ■+■ bx* * t fi avrebbe 


primieramente dovuto prepararla così * f x- + — *' a norma del n*m. 


b ì* 

Si 8. Tomo IL. Lo che fatto fi fvolga in ferie la quantità 1 -f- ~-x , e fe ne 


P f *1 z' 

moltiplichi ciafcun termine per a x dx, pofeìa fe ne prenda l’ integrale, che 

t+u 


A. 


fi troverà e Bére a ^ ^ 9 . , X fTT *. :*• **X*H* + 

« y r~t y <.~~7 x bsx*^' + \ h 

» :»• u 4*- «♦x*-»-* ' 

<4. Poiché i termini della ferie, che dà l’integrale cercato, reftano tnoItipE- 
cari per a * , ben fi feorge, che fe * farà numero pari, ed a fia quantità negati- 

m 

va, farà a* quantità immaginaria, e però in nna quantità immaginaria fi troverà 
moltiplicata la ferie, che dà l’integrale cercato. Per evitare quello inconveniente 


fi dovrà difporre la fòrmola in quello modo x dx^){bx a , che pofeìa fi 

m 

• " * 

riduce a b x ,+ 'i‘~ t dxYt — j- • Si rifolva In ferie la quantità 
•» 

, •x- 1- * x«-* - . 


4 ». tt X 

a — £■ * , e fi avrà * — b — 


*. 2». i 1 


•X 
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•x— ex — ^x . or —> y — 2 > x — ^ _ ec>i d: 

». i». j* <- 3 » 2f. 3>- 4» ‘ 4 


cui 


fi moltiplichi ciafcun termine in b* x* + f '•/*, indi fi puffi air integrazione 


*+v 

»< * 


+- » 


f X 

«* • ^ +■ » A* 


» + -' • 


e fi avrà finalmente b * X f 

J '+^ -, 4 

»X »— 4 X" 1 4 * 4 •- 

# -t » p'\ * 

t+*r T ?x 

_ *'~ p “ I f ' 1,1 * * ? -t- ec.') 4- A integrale cercato. 

*■ :* •# à< . t r » «-J» X* • ■ > 

65. Deve li avvertire la regola del num. 845 Tomo IL a fin c’avere una fè- 
rie | che fia ernverg rrte . 

6(5. Se la quantità variabile, che è fotto al vintelo, farà t; le , che fi polla 
ridurre alla più femplice efpteflione, ciò prima di tutto devefi fare : Come fe 1» 


propella forraola da integrarli follè dx — ** > ® riduca alla feguente for- 


« — — , pofeia fi fvolga in ferie la quantità 


1 — - , e fi avrà « — 1 — t—*. * — L-l % — 

* * » a « a. 4 < 

I 

- 1 * *’ ^ - ■ x t. r. t. J x — ef 5; mdt'plichi addio ciafcun termine di 


.. 4. O a> 2 . 4. 6 8 <r* 

quella ferie per x^ax^Jx , pofeia fe ne prenda l’integrale, che farà 


VX 
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w-x(v- T -r 

a 

2 X 

1. r I* ' J *• *• 

3 2 X * 


f 

t 

74 

1 

I! 

VJ 

1 

K» 1 
*! 




«_? • 

1. I. 3. f lx * 

2. 4. 6 . X 134 4 

ec. ^ 
> 

) 4- A, 0 fia 2 VaxX ( ~ ■ 

1 Jf*’ 

2 7* 



1. r x‘ r. r. 

? 

x 5 r. 1. 3. j x 1 

ec. ^ 4- A - 



2. 4 ya* 2. 4, 

ó 

ira 3 2. 4. 6 . 8 134* 

ì a. 



67. Con altro metodo ancora fi può ottenere la ferie, che cfibifce l’integra- 
le di una data formola differenziale. Vediamone il modo d’operare nella fbrmola 


[K] x* 4- t . Suppongali primieramente, che l’integrale cercato fia 


[L] bx‘ •+- c X * » °ve la lettera » rappreiènta una fèrie cosi a — Ax 

Bx* + * 4. Cx J, + s * 4- D*^+> 4- ec. [M], della quale i coefficienti A, B, C, 
D ec. fono per ora indeterminati, ma in fèguito devonfi poi determinare col cal- 

» ■ u- . 

1-1 v 

colo. Si differenzi la fbrmola [L], e fi avrà <fa^ix* - 4 - c * 4. 


f* X ~ ■+■ 1 • zx 'jx^bx* 4- c , che riduco alla feguente forma [N] 


h X ^ + 1 . xx* Vx 4- Jx, ^ 4 x* + t Yf** 4- c * , la quale deve elTere 

identica colla propofla formola (E) , dante che per ipotefi la formola (L), di cui 
la (N) è il differenziale, è il di tei integrale . Dunque poiché nella formola (Kj fi 


P t—i 

ha ix* 4- e moltiplicato in x rfx, e nella formola [N] lo flcffo 

« 

ix* 4- e è moltiplicato in &«X “ +• 1 • **' '^ x ■+■ dz^tx* + c > eg'> * 

per- 
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* perciò * dx 3= bt X ~ 4- I . ix dx 4- dt'^ix 1 4- e , che riduco alia f 


feguente forma (P) ^ix* 4- c 4- £.)( • 4- * . zx‘ " _I — 1 — 

Fitto ciò fi cifLie tizi aderto l’ equazione (M), e nè verri 

di = *a**-V* 4- /TI *** +, -"Uk 4- /TT. Cx X>+,, -V x -+- 


f + ’i . Duo 1 rfx 4- ec., da cu ricavafi (Q._, J~ — 4. 

rr. ■ Bx f+ ' -1 + 7T7.. C* f+:M 4- JTT*- Dx J ' + * ;r ~ I 4- ec. . Si fo- 
lfituifca pertanto nell’equazione (P) il valore di * prcfo dall’equazione [M], e il 
JX/ 

valore di j- prefo dall’ equazione (QJ, e con ciò la detta equazione (P) fi tras- 
formerà nella feguente 

f y*x +<)(t\x*-'+T? t . Bx^— -, f+S. Cx^ +FT, Dx ì+it "+<c. 

4- x '~ "X'^x^ *•" Bx*'*' 4* Cx X+ 2 ‘ 4- Lo/"*’ 5 ' 4- ec. 

— vx^ 1 — o, che con fare le indicate moltiplicaz'oni, e con difporre i termi- 
n’ 1 condo I’ ordine degli efponcnti t—l 1 , t (• 1 — 1 , t f-.«— 1 , — 1 ec. , fi ri- 

duce alla feguente forma 

9 t\x f ~ , + t t. Ax fU ~‘ -h/ f yF7~, Bx J ' f!, - , 4-f»y/TTCx ,+ ^ , 4.' 

— X^Tax^— -1- U >, *** f li ~" +■ . x~ ? cx*G’»— 1 + ec 


4- K V J* 4 . Bx* +<— 1 4 - «Xf-H, Cx 


f+, "- , 4 ft ..7T 3 .. Dx ,+ 


5r ""*' 4 -k. Y 

i *~ l 4- «cj 


Ora con eguagliare a zero i coefficienti di ci.-fcun termine di qurfta equazione fi 
dt termineranno i valori, che devono competere alle lettere A. B,C. D ec. , e in 
sonfcguenia rerterà determinata la ferie (M , , e pelò il ricercato integrale (LJ . 






Si 
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Si hi pertanto A—f—o, da cui fi ottiene A ~ - ♦ — 1 j n f ccon . 

• ‘f f t 


do luogo t pbf A -i-bt X*'-he > A + ^r)(/-t-».B=:p, da cui fi ricava 

« —fbf — £< )( « t f 

g — a = (con foftituire ii ritrovato valore di Ai 

* c +■' 7 

♦ 

«iij — A • y »+. ^ 

— == • In «no Inogo fi ha b t X * • 8 4 -* « X «> r ♦ B 4 - 

*!'. * X^t-* 

_ k f ■ Thh. - i« b 


fc X^+--» . C = o, d’ondefi ottiene C= 
( con foftituire ii ritrovato valore di B ) 


___ l * /,* 1 -« — ^ » À“ » vX— f — b* x»' +-y 

*'<.> A ^ "i- ^ * 


** X * +• *» 


In quarto inogo fi ha 


*»X J4-**‘C4-A«X *»+-»• C v c X^^S'-D—®» da cui fi deduce 


X* t-n - *• X • ' t X 

D — ^ C= (con foftituire il ritrovato valore di C] 


f’vXJ-*-* 1 -*<X« *-»Y— 1 '-!«) ( ••►#X — *1»— bt X» t- v 


t X^+-»X * +■*• X* j* 


ec. 


r+« 


e così in feguito. Se pertanto nella forinola [LJ, che i bx +* * X * = 

« 

■r+i 


-, J+lf |4. i, 

* +Cx 4- 1> * + ec fi fortitui- 


bx 4- e * x 4- B 

ranno i ritrovati valori di A , B, C ec. 5 fi avrà la ferie, che efibifee P integrile 
della proporti forinola [K] , che è ’ S 


, • ♦ 

*x +( 


r+« 


(à 


T | lft-btX»i+t t+i 


X — ■ — ' ' . X _ 


re*» vi. 
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- ec. ) [Yj 


bt X J k * X«i-h*X — — *» X a +-» x+ 1 1 

f'X.' 3 X^*- ‘Xx-Wi 

68 . Come fi polla fervire di quefta ferie generale ne’ cafi particolari, vedi»- 

i 

molo nella formola ix ^r 4- x . Dal paragone di quella colla forinola ge- 
nerale (K) fi ha S— i, »=ij *= i , t=2. b~i, c= i; e mediante la follitu- 


• J> / < 

2ione di quelli valori la ferie (Y) diventa x -h ì . ( x : — ** 

4. 2. j. a.1. 3.4. 16.2.3.4.5. 32.2.3.4.5.6. 

?' 7 ^ V' . ** . *>’ — ec. V che è l’ integrale della data formola 
64.2. 3. 4. 5.0.7. 7’ ** 

^ » ♦ 

dx^ 1 4- x , della quale al num. 32. fi è trovato eflère L’ integrale 


rX 


a 


1 4- xx 4 - A . 


6 g. 1 termini della fèrie trovata procedono fecondo le potellà di x afienden- 
ti ; che fe fi vorrà , che procedano fecondo le potellà difendenti , in vece deijg. 

ferie [M] bifognerà prendere la feguente ferie [R] a = A x f f 4- B x* 1 * 4- 

C x* - * 3 ' 4- D x^ - 4- ec., dalla quale mediante la differenziazione fi ricava 


Jz> 


(V.) 4 - i— 2 *.Bx*~“ ~‘ 4 - X— 3 . . C x 


_ X— 21— 1 


X— 1«— I 


dx 


t— 4*. Dx' 
dx> 


X— 4« — 1 


4- ec. Ora nell’ equazione (P) fi foflituifca il valore (V.) di 


— , e il valore (R) di a , e eoa ciò elfa diverrà 


, , » \ / — Xa-i X~r*~l _ f-ji-r X-4»-r 

#X^ x +cYx— «. Ax 4- X— i« Bx 4-X— 3*.Cx 4-X— 4«.Dx 4-ec. 


+b 
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6j 


+.4 )(».+-*. -+-Bx J *4-Cx J '-4 -Dx -+-cc .— fx ' ~ 0 , 

Che con fare le indicate moltiplicazioni , e con dirporre i termini f condo 1’ crdine 
degli esponenti /— 1 , /-§— t , 1 ec. acquiita la f.gu;nte f rma 

i.a/ 1 +fb * 1 -f » b )^t -i +• ec. I 

4-4»X«T». Ax^ - " 1 +frXJ— 1 • Ax*“* ■+ » ) f — « Px*~ 1—1 -f- ec. f =0 


— fX 1 ^ 1 -f-iiX“+» Bx* ‘-4-i* X« 1 *.Cx* -t-ec_ 

Si eguaglino adeflb a zero i coefficienti di ci«f un termine di quella equazione 
a fine di ricavarne i valori , che devono competere alle lettere 

A , B, C, D ec., e fi avrà r b X f -* • fA A — * = °i da cui fi ricava A=: 


. Dal fecondo termine ne viene 


*X f '-l-X-r»X * 


fi> \ t — i« +- l 1 X “ -h p X B-»-»c X* ^ = °, da cui fi ricava B =s 
— [ con foftituire il ritrovato valore di A ] 

* X'~ -i-' X“ + *X b 




r X^ • X" ■ *)(f X* • + *X*i»X i * 


; Dal terzo termine fi ha 


fb^A— jt -+- b « X"+?X C + ?c X B = o, da cui fi ottiene C — 

%— - f ' v — < « B 


» A 


f — 


3 * b-'X* 


>x * 


( con fullituire il poc’ anzi trovato valore di B ) 
Nello fief- 


Vc* X* - » Yf — 2. 


» X f ~i' +«x*> *)(* X^-a* -*-• X*— * -*-• X^-P-^X** 

fo modo fi trovino i valori delle fuflfeguenti lettere D, E ec. Quindi Ce nella fot- 


mola 


- + * - + i 

f • , ♦ #■- 

X*= b x -t-c .(Ax 


_ J 1 — »« „ i— 3« 

Bx •+• Cx 


4- Dx 4- ec.) fi folli tu iranno i ritrovati valori delle lettere A, B, C CC., ne 
rifulteri la ferie , che etibifee l' integrale della data forinola (K ) , che 4 

li* bx 


1 
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# x7^«4«x^*X i *X^ , + , X^X* Xf ~+ ,x *+*X 4 * 

_ ec .) 

9 A* — i*+*X*t pX» X^+'X-^X* X^-'+'X'^X*’ 

7» Di quella ferie generale fi prevale al bifogno come fi è fatto della pre- 
cedente. Una cofa fi oiTervi , che della prima farle non fi può far ufo in cafo, 
che fia *-=0, ovvero à-t-f,=o (la lettera k. rapprefenta un qualfifra numero in- 
tero pofitivo ) ; ed effóndo f X /'+•*»' 4- • X “ •+* * = 0» non fi può prevalere 
della feconda , perchè in allora i termini della ferie diventano infiniti . Ritrovato 
poi che fi fia T integrale cercato per mezzo della prima, o della feconda di que- 
lle due ferie vi fi dovri aggiungere la coffante fe lo porterà il bifogno a norma 
del mini, p, 


bx -he 


: + 1 


ARTICOLO Ut 

Delle f«rmolc t i di cui integrali dipenderne dalla quadratura deìP lf et bela , 
t del Circolo. 

71. Uadrare una curva non vuol dir altro, che prendere il valore della dì 
lei area; e quadrare una porzion di curva importa trovar il valore di 
quella porzione della di lei area . In quello modo fi quadra un circolo, 
come ABCE [ big. 1.] con prendere il valore della di| lui area, e fi quadra la 
porzione ABD con trovar T efpreffione del di lei valore. Per quadrar poi una 
curva bifogna integrare la forinola efprimente 1 ’ elemento dell’area. La forinola 
generale efprimente quello elemento rifulta dal prodotto dell’ ordinata nell’elemen- 
to dell’ abfciflà, vale a dire è ydx, confeguentemente l’area è — S. ydx, poiché 
dalla fbmma di tutti gti elementi infinitefimi ydx efla rifulta . Sia a cagion d’ efem- 
pio nell’ Iperbola equilatera DEF (FYg.i.] riferita agli afintoti BA , BC il punto 
M l’origine delle abfciflc x, ed ME l’ordinata y, che corrifponde al punto M: 
Se infinitamente proflìma a quella ordinata M E fi condurrà la me, farà h/lm — dx, 
ed MEe«— 7 dx, che è l’elemento dell’ area iperbolica, il di cui valore è 

S 

72. Qui poi fi oflèrvi circa la quadratura dell’ iperbola , che [ pelnum. y:/x 
Tomo IV.] gli afintoti andando all’infinito coi loro corrifpondenti rami dell’ iper- 
bola fenza mai toccarli, benché continuamente più Tempre, e più vi fi accollino, 
egli è evidente, che tant’ uno, che l’altro de’ due fpazj ABMED, CMEFè in- 
finitamente lungo; quindi è, che per quadrare l’ iperbola riferita agli afmtoti fa ai 
melliere prendere il principio dell’area da un’ ordinata Uffa, come M E, lo che 
devefi oflervare nel coftruire le formole, che dipendono dalla di lei quadratura ; 
poiché fé il principio dell’area fi prendeffe dall’ afintoto BA, inutile riufcirebhe 


Digitized by Google 



CAPO t ARTICOLO IIL 6 9 


la corruzione, mentre a qualfivoglia abfciffa x finita oorrifponderebbe fetnpre un* 
area infinita. 

7$. Ma veniamo all’integrazione delle forinole, che dipendono dalla quadratura 

dx 

dell’iperbola. JLa formoli più femplice è — . Se quella formola fi difporrà cosi 
x 'dx, indi fé ne prenda i’ integrale a norma del num. tz. , fi avrà 


—i+i 

X X” I . 

— = — = — , quantità coltante , e infinita , che in confeguenza non 

ix 

può effere P integrale di — , si perchè P integrale di- una forme la differenziale non 
può effere una quantità cortame, il di cui differenziale è nuUo (pel nsm. 2 j. To- 
mo V.), si perchè la forinola^ ribaltando dall’ elemento della variabile divido 

x 

per la beffa variabile, non può perciò $. — effere eguale a una quantità infini- 

X dx 

ta. Non potendofi pertanto ottener P integrale di — col canone del num. i*., egli 
è d’ uopo aver ricorfo a un’altra maniera. Ora a fine di fcuoprirc qual fia l’inte- 

. dx 

graie di — fi offervi , che quella fòtmola è una frazione , nella quale il numera- 


tore è il differenziale del denominatore; ma (pel num. 40. Tomo V.) fi ha il dif- 
ferenziale di una quantità logaritmica con prendere il differenziale della propoli» 
quantità variabile, indi dividere quello differenziale per la quantità beffa , dunque 

dx dx 

— è il differenziale di l. x, confeguentemente è $. — — 1. x di fatto, feconda 

quello che fi è detto al num. 267. Tomo V. tra gli afintoti AB, BC (Frf.2.) fia defcritta 
P iperbola equilatera DEF. e prendendo le abfciffe —x fu Pafintoto BC, e le or- 
dinate —j lu Pafintoto À B, e facendo =:« il lato BH=HO della potenza deli.* * 

e* 

iperbola, la di lei equazione trovali effere , da cui fi ricava j — — ; che 


però moltiplicando quella equazione per l’elemento dx delP abfciflà, li avrà 

U^d X 

jdx — , della quale equazione P uno , c P altro membro rapprefenta Pelo 


mento dell’area iperbolica. Ora ( pel num. XCV. Tomo IV.) fia defcritta la lo 
garitmica eGKV, il di cui arte delle ordinate x fia Pafintoto BC, e l’arte delle 
abfciffe a fia ABZ; poiché (pel num. citato Tomo IV.) le di lei abfciffè 
MI, NIC, Q_L ec. moltiplicate in una quantità collante m danno prodótti eguali 

ai 
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ai corrifpondenti fp-izj iperbolici, egli è evidente, che fe fi prenderà l’elemento 
ti 1 dx 

~ d’ uno di quelli fpazj, egli Drà eguale al prodotto della collante m nell’e- 
lemento La —Jz della corrTpondente abfcilTa z> della logaritmica , vale a dire fa- 


a 1 ifx o* ix a* J> t 

rà =.mJz y o fia — . — = dz, , il di cui integrale e $. — * — ~z: Ma [pel 

X Iti x w x 

num. XCV. Tomo IV.-] le abfciflè * della logaritmica fono i logaritmi delle ab- 


ét* dx 

fciffè x dell' iperbola , vale a dire *.= /.*; dunque S ,— ■ — — * ; dove [ pel 

01 X 

0* 

num. 2(57- Tomo V. J — è il valore della fubtangente de la logaritmica ; quindi 

tu 

a 1 d x 

fc la fubtangente farà eguale all’ unità, cioè — = t , farà g. — — /. * , nel qual 


cafo i logaritmi fono iperbolici giufla il num. CVI. Tomo lV. Per brevità ho om- 
niefio la collante, lo che farò per lo più. 

74. Dalla di moli razione data pur ora fi raccoglie, che qualora devefi diffe- 
renziare logaritmicamente una propella qu.ntità, devefi moltiplicare nella (ubtan- 
gence della logaritmica, di cui li ferve, il di lei differenziale logaritmico, e ciò a 
fin d’indicare iJ fiftema de’ logaritmi , di cui fi fa ulb: Come volenaofi prendere il 
differenziale di I. x, il quale logaritmo di x fi prende nella logaritmica, che ha la 


s d x — s d x 

fubtangente —t, fi deve fare , e però farà S. — - =zlx, il qual logaritmo 


fi prende nel (iffema de’la fubtangente =zt. Dando il modo dì differenziare loga- 
ritmicamente all' Art. IV. Capo I. Tomo V. h' 1 fempre prefi) i logaritmi nel liite- 
ma della fubtangente — t, cioè a dire ho tratta to fempre i logaritmi iperbol e’. 

75. Ogniqualvolta fi< data da integrarli una formola, che dipen. a dalia qua- 
dratura dell’ iperbola , o fii dalla logaritmica, e fe ne voglia l’integrale nel fiftema 
di logaritmi ci una data fubtangente, fi operi così. Del d. to differenziale fi prenda 
il denominatore, quale fi inferenti li garir incarnente nel fiftema d Ila dar- liibtan- 
genre (giuda il num. 74.). lo thè farro fi divida con quello nuovo differì nziale il 
differenziale propollo, e il qui zìente li dia per fattore al logaritmo del cenomina- 
tore del differenziale dato da integrarli, e quello farà l’integrale cercato nel (ule- 
ma de’ logaritmi della fubtangente data. Debbali per efempio prendere I’ integrale 


della formola tlLl nel fiftema della fubtangente =r. 

V 


Si differenzi logaritmicamen- 


te il denominatore x della formola propolla nel fiftema della fubtangente t , e fi 

t d X 

avrà : Con quello differenziale fi divida adelfo il differenziale datò, c ne verrà 

' bix 
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7 «* 


X 

~ 7zr 

X 


bxdx b .. b dx 

— “• Dunque l'integrale ai — — nel fiftema della fuò- 


» 


Wx 


tangente = / è — /. x • Nello Belìo modo operando fi trova che l’ integrale — 

* . tx 

nel fiftema della fubrangente —s è — l.x. In avvenire io prenderà tèmpre gli 
* ^ 

integrali delle forinole, che dipendono dalla quadratura dell’ iperbola, nel fiftema 
de’ logaritmi iperbolici, cioè della fubtaogente =1; nel qual modo l’integrale di 

ÌJX 1 L t dx X 1 1 

— è b l.x , e di — è — L x. 
x ex e 

76. Nafcendo la logaritmica dagli fpazj iperbolici, de’ quali f giufta il num. 
409. Tomo IV.] non fi ha la quadratura, che per approilimazione , non fi può efia 
aefcriverc geometricamente , ma foto meccanicamente . Fra i varj modi di defcri- 
vere la logaritmica ne Aggiungerò uno fèmpliciflimo , in cui non fi ha bifqgno di 
ricorrere agli fpazj iperbolici. Sia la retta indefinita MY (Jù£. g.) divila in parti 


eguali 


MI 


IB, BK, Kl ec. Dai punti M, N, B, K ec. <1 alzino le rette in- 


definite M L, N X , BV, KZ ec., pofeia fi prenda a piacere la porzione N I egua- 
le alla fubtangente della logaritmica da defi. ri ver fi, e fu la indefinita IQ la por- 
zione IO di una lunghezza arbitraria, lo che fatto fi conduca la retta NO, che 
vada a incontrare in C la retta A C; dal punto B la retta BC, che vacb a in- 
contrare in D la retta ED; dal punto K la retta K D , che vada a incontrare ìq 
P la retta FP, e cosi in poi. Ora per i punti O, C, D, P, ec. fi fàccia pattare 
la curva LXVZOCDPRS, che farà la cercata logaritmica; poiché { fuppofte 
infinitefime le eguali porzioni dell’ atte, l’archetto OC efftndo la tangente NO 
prodotta, l’archetto CD la tangente BC prodotta, lo che fi dica di tutti gli af- 
tri archetti, fono fimili i Triangoli OIN , C A N. e però fi ha O I : C A : : Ni : N A ; 
così pure i triangoli fimili CAB, DEB tòmminiftrano CA: DE::BA:BE; ma 
NI— BA,Na=BE; dunque Ol : CA : : CA: DE, e cosi fiufli-guentemente: Che 
però elfendo quelle ordinare in progretiìon geometrica, e le corrifpondenti abfciflè 
m progrettion aritmetica, la curva defunta è la logaritmica [pel num. XCV. T<> 
mo IV.) 

ix ^ ■* 

77. L’ integrale adunque di — è ~t- x; ma P integrale di è— — /. x 


dx . 


dx 


o fia = /. — , poiché — — i — — 1. — , che giufta il num. 75. integrata nel 

X X x 

fiftema delia fubtangente = 1 è =;— t /. x = [ pel num. 770. Tomo II. ] fi x~* = 
[pel num. Sellò] A — - , come colla dal num. 41. Tomo V. Non Alo poi l’ in- 


tegrale di — è — A x, ma ancora — — x giufta il citato num. 41. Tomo V. 


poi- 
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poiché allo ftcllò numero comunque fi prenda o poli rivo , o negativo compete 
lo Hello logaritmi (pel num. 774. Tomo 11 .) 

78 Dalle forinole, il di cui denominatore è incomplefRi pilliamo a quelle, 
che hanno per denominatore una quantità campielli, e primieramente ut bòa fi 

j » * 

d x 

prendere l’integrale della forinola ~ g x ^ ~ , che con liberare la variabile dal 


L A x 


coefficiente riduco a quella forma ~ : Operando pertanto a norma del 


- 


num. 7$. fi trova, che l’integrale cercato è — L ± [ x ± — ]; e l’integrale di 


* ix 

t 

x ± - 


l L 


~} l -( x± Ì)= 7 L± ( m± ! t ) = 

* 

1 d X 


" <'*i) 


Di fatto per integrare la formola 


b 

x ± — 


fi fàccia 


x ± — = * , la quale equazione differenziata diventa d x — dz j che però la 

~ d X y 

forinola — — con foflituire dz in luogo di d x, e z in vece in x ± ~ di- 


x ± — 

s 

ld z 


venta 


, il di cui integrale è - Le, o fia( con rimettere il valore di *) 


JL L ( x ± ~ ). Alla quantità x ± t. ho prefiffo il doppio fegno * per la 
a & * 

ragione detta al precedente num. 77. , lo che balli avere per quefla volta av- 
vertito . 

d ~ d x 

7y. Parimente 1 ’ integrale di — — , cioè a dire di — è 


b — ax 


l-x 

* 


X 

* 
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~ l ( ~ ~ * ) J « 1 ’ di 4 * “ 7 L (r “ * ) 


7 i 

Onde 


-i d x 


\ b — 

— — ( — — x ) non folo è P integrale di , ma ancora di — 


l i * 


j ~ , come coda da quanto ho detto al num 41. Tomo V. 


* — 


80. Generalmente pertanto Tempre che la firmo!» differenziale da integrarli 
Tati una frazione, il di cui numeratore ha il differenziale precifo del denominato- 
re , o pure, il multiplo, o lubmultiplo ci tale dlf renziale , il di lei integrale f.rà 
il iogaiicnio del denominatore, o il di lui multiplo, o fubmultipio. Onde i’ inte- 


grale di 


x dx 


, che riduco a quella forma — 


1 x*“ "V x . . 


ux ± 


b m 

X ± — 


• di _ "* dx t 

I 

1 , 

( b ~ 

y —ax‘ 

~a 

la 1 

* a 

ir— .1 * 

HX dx A I 

L ( 

fb l 

• 

«x‘ — y * 

\ 

< 4 



r inte- 

V MX « J 

~dx “ 


b -f- i(X \/ , . 

P integrale di à' + x ')\ dx è 1 («-f-^-v-Hcx 1 ). 

* » • 

M 

81. Le formole trattate pur ora fi manifertano per fe (le (Te dipendenti dalla 

quadratura dell'iperb Wa, in quanto che il loro numeratore effendo il differenziale 
del denominatore, balla ciò per ravviare, che il loro integrale é il logaritmo dd 
denominatore. Otre quelle però altre ve ne fono, che lenza avere il liiddetro 
carattere , che le contraddiftingua dipenacnti dalla quadratura dell' iperbola , han 
tuttavia per integrali fpazj , o lettori iperbolici. Le andiemo percorrendo a fine 
di nconofeerle, onde incontrandole nel calcolo torto lapc r fi polla qual iia *1 loro 
integrale . 1 

82. Comincierò dalle formole , che efibifeono aree iperboliche . poTcia trat- 

terò di quelle , che danno fettori iperbolici , poiché fra loro portano carattere 
dillintivo, benché (pel num. 402. Tomo IV.; le aree fiano eguali ai corrifponden- 
? Gara periato p iperbola equilatera S A K ( Fig. 4. J , fe fi prenderanno 

le ablcifle x dal centro C fu Taffe tranfverfo CO , e u cdia.u =4 Jf miaHè 

Tom. VI. K tuf. 
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trafverfo' C A , dico che verrà efibito dalla formola S dxy/xx — a* un o fpazio 
iperbolico. Di fatto prendendoli CPz:*, farà ( pei mmi. 524. Tomo IV.) PM 

— y/xx — au t che però fe li condurrà l’cfrdmata f N infinitamente proflima alla 
PM, onde fia Vp—dx t farà— — * « lo fpazio infinitamente piccolo 

MPpN. che è l'elemento dello fpazio A M P , confeguentemente S dx^xx — aa 

— A P M il quale fpazio trovali dato per T ablcillk prefa dal centro dell’ iperbola 

fij Radè tranfverfo. . ’ ( 

83. Se quello fteffo fpazio fi vorrà dato per Pordfnàta P M=:jr , il fuo va» 

Lore farà Q ^ — , poichi effondo CP — ar— Vjrj -(-««> farà 

Vjj + ** 

y-ity i y 

Vf— — — : — , ed MPpN. = . -..v- elemento dello, fpazio. AMP; e però 
Vyy-hm y/yy+M 

AMP = C 

G’ Vjy-haa 

84. Se- 1 ’ abfcifla nor» comincierà dal centro , ma dal vertice” dell’iperbolà , 


y *y 


onde fia AP-x-y fi avrà -hxx ( pel nun». 324. Tomo IV.) , ed 

MPpN — if xy/zax -hxx ; quindi $. <f x ^/zax-hxx eguale allo fpazio. A M P da- 
to per l’abfcilfa prefa dal vertice dell’iperbola fu l’alTe trafverfo. 

y 1 dy 

85. Quello fpazio dato per L’ordinata. PM ~y 4 — 5. — ~t:i. j come fi è 
' Vjj-h** 


trovato ai num. 83; , avvegna che fia AP=i - — * 4- y/yy -+-««, Pp 2= 

yd.y y*d y , y'/y 

, MPji M : , ed AMP- 5. — . - . 

v'TJ'-t-*'» ' Vyy-h»* y/yy- ha* 

85 . Qualora poi non fa l’ alle tranfverfo , ma fu Palle coniugato C G fi 


prendano le abfciflè, facendo C L = x, farà LM^y'xr+iu [pel num. 328. 
Tomo IV.J, c con condurli Pordinata IN. infinitamente proflima, farà L t=zdx, 

ed L MN l—dxy/xx-y-mt elemento dello fpazio CLMA, e in confèguenza. 

jy d x y/xx =: allo, fpazio CLMA dato per P abfcifla prefa fu l’aflc con,- 
legato .. 

y z dy 

87.. Quello fpazicr por dato per Pordinata LM=ji 4 = S- ~~ ~ • 1 ' ' , av~- 


Vyy—«« 


ve- 
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vegnachè fia , LI = -~==r, LMN l — * y — , 

y dy 

cd LMAC = S. 1 dato per 1 ’ordinata condotta all' affé corjugato. 

Vyy—** 

88. Cerchiamo aaeffo le formole dello fpazio iperbolico dato per la tangen- 
te, e per la cotangente {parlo della tangente TaF cond età al varice dell' iper- 
bola ) . Sia pertanto A B —x , e dal centro C pel punto B li conouca il diame- 
tro CBE: Si chiami CP “i, onde Eira V M—^zz — ira, e li fimilitudine de’ 
triangoli Cl'M, CAB fomminillrerà C Pi 1 * M::CA: AB, cioè in termini ana- 
litici z: v' M — aa • • “ ■ x, da cui (i ottiene xz — a^zz—uu , ed elevando 
al quadrato «e viene x l z l =z * l zA — . 0* , dalla quale equazione fi ricava a — 

| / a* a'xix 

= -= ; dx = i — r~ . : c yaz,— 00 

«* — x 1 ya 1 — x 1 ìi* — x 1 y a* — x* 

^ ^ ’ -2 4*X* OX n i*. li - r , 


: ; c yxz, — «o 


’ ya> — X 1 


Ora fe nella forraola 


; — — «* = Y' f..* ™ — . Ora fc nella forinola 

1 4 1 — x* ] «* — x* y«* — x* 

g. iz^zz — uà, che {pel num. 82. ] dà il valore dello fpazio AMP, fi folli- 
tuiranno quelli valori di da, e di i/zz — «i, effa lì cambierà nella feguentc 

4» X'ÌX ‘ * , , 

5. r , che è la formola efprimente lo fpazio AMP dato per la tangente. 

a*— x* • • , 

89. La forinola «fprimente quello fpazio dato per fa cotangente è 

a'~ ix 

5, — (la retta DE, che dall’edreinità D dell’ affé coniugato li coniu- 

XX — 44 

ce parallela all’affe rranfverfo, e va a incontrare in E il diametro CE a cui ter- 
mina la tangente A B , chiamali la cotangente] Si dica— x la cotangente DE, 
e la fimilitudine de’ triangoli CP M, CEL) darà CP : PM ::DE:DC, cioè in 
termini anal.tici ( con fare CP=*) z:^zz — 44 : :x: 4 , da cui fi ottiene 

, «x*rfx 

0 Vx y x‘ — m*,- — — - — ■ ■ 

. / 4* X* . V XX — 44 

4z , — x^Jzz — 44 , e pero z=z 1/ ; d z — ________ 

il 1 v v ii a 


a'i* V a x 

— — — — — » V * 2 --" 4 — I -rzr 

XX — 44 J/XX — 44 I x 

' K 2 


x‘ - « l “ VX 1 — «* 
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Per Io che foftituendo qnefti valori di dz, e di zz — ad nella forinola 


g. dzy/zz — a a-, che [pel num. S2. ] dà il valore dello fpazio AMP, efiTa 6 

* 5 dx . ’ ' _ . « 

cambierà nella Arguente — . —jz , che è la formola efprimente lo fpazio 

xx — aa * 

AMP dato per la cotangente. 

90. Quanto allo fpazio L MAC dato per la tangente AB—* egli viene 
a 5 dx 

elpreflo dalla formola $. » . Si dica CL = *, e la limilitudine de’ 

a 1 — x 1 

triangoli CML, CAB elìbirà quella proporzione ML : LC :: CA: AB, cioè 
in termini analitici + z-.:a:x, da cui fi ha x^zz — mz , e 

* = Y±!L_; dz - 


I ' 


■— x 1 1/; 


^zz+ad — 


y/a*' — x 


z. Quid. 


di foftituendo quelli valori di dz, e di ^zz-y-aa nella formo!* 

S- dz^zz + aa, che ( pel nnm. 8 6 . ) dà il valore dello Ipazio LM AC, ella fi 

m* d x ! 

cambierà nella fegucnte S. - , che è la formola efprimente lo ipazio 

a 2 — x l 

LMaC, dato per la tangente. 

91, Lo fteflò fpazio dato per la cotangente, fi trova eflére operando nel mo- 

, a , x 1 dx 

do poc’ anzi praticato = S- — . ftante la firailitudine de’ triangoli 

X 1 — 4 1 

CLM, CD E. 

92. Che fè fi vorrà riferita P ipe/bota agli asintoti, fi abballino dai punti 
A, M all’afintoto CQJe ordinate AK, MI, e con dire CA=a, farà AK = 

KC=ì/l a 1 ; quindi chiamando CI = x, fi avrà [ per la naturit dell’ ipcr- 

bola num. 311. Tomo IV. ). CI : CK:: AK: MI, cioè in termini analitici 

— ai — a 1 d x 

x z y — «*; : l/ — 4 J : MI — — — ; ma li =z dx , edIMNim: — 

* 1 xx x 


a 1 dx 

& l’elemento dell’area KAMI; dunque $. = KAMI. 


93 - 
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93. Quello netto fpazio dato per P ordinata M 1 = y è 


r 4 ‘ 


y 


» 


-a* ~uUj '-y*y 

poiché- CI = x—~, ed li =— ; onde IMNi =— , 

3 3 3 

- a 1 di 

e KAMI r= S- — 

3 . ; ; 1 ■; 

94- Da altre formole ancora può edere efpreffò uno fpazio iperbolico , (è- 
con.io che fu d’ altre linee fi prende la variabile x : Se per efempio la x ti pren- 
derà fui fe mia Ile traofvcrfo AB ( /’/f, 5.), la forinola efpritnente lo fpazio iper- 

/*' d x 

colico farà S- — * ==. Si dica RF =r x, e col fèmiaffé B A de- 

* x* y' 4* — x* 

fcritto R quadrante B A D , fi alzi dal punto F ordinata al quadrante lar F G == 

V fll — **, Si produca dal punto B per G la retta B.G finché incontri in P l’ af- 
te coniugato prolungato fc occorre , c la fimilitudine de’ triangoli B F G , B A P 

darà BF: FG ::BA: AP, cioè*: y/ ^ — * J : : a: d v /a *~- v * ) g BF:BG :: BA: B P, 


cioè x: a : : a : — , Se peitanto fi alzerà dal punto P normale ad A E la retta 


PM PB, farà il punto M nell’iperbola equilatera BMC [ mentre pel num. 

328. Temo IV. PM — J , / /\ B 4. AF , cui pure è eguale PB pel nutrì, 
2~jo- della Geometria piana Tomo 111. } le di cui coordinate faranno APj PM; 

e poiché PM = a l, e Pp = D. “V ~ — _ ~ a \ ** — , fa t à l’ele- 

* x arV 1,1 — 

«r ix a^dx 

mento MP fm — — - e BAPM — S ... . 

x ì 1/ a 1 — x l x J V a 1 — ** 

95. Veniamo alle formole, le quali efibifeono lettori iperbolici. Sia CE un 
diametro dell’ iperbola equilatera RAS, ( &<£• 4- ) , e fi chiami CA =:*,CP=*, 

onde PM=yx* — uà: dico che il lettore CMA viene dpreflò dalla forinola 

a>dx 

S- ' Di fatto il lettore CMA è eguale al triangolo CMP meno l’area 

iyxx — a» . 


AMP; 


Digitized by Googli 



78 DEL MODO D’INTEGRARE 1 E FORMOLE DIFFERENZIALI ec. 
AMP; ma il triangolo CMP è =s — x^xx — aa, c (pel num. 82.) l’area 

AMP è — S. </x y xx — az; dunque il fettore C M A L x y x x — aa 

* ’ * ~ * 

— 5 - A x^xx—aa. Prendiamo P elemento di quello fettore, c fi avrà 
D. i-xy^x* — aa — $. dx y'xx — aa — ~ (/xy'x* — a 1 -J- 
i. x 1 d x 

* — — d x v'x* — a 1 —(mediante la riduzione allo Hello denominatore) 

y x 1 — a* 

i. x »^ x _i. a »Vx4-~x 1 </ x — x l d x -¥■ a 1 dx 


V x* — a* 


*' d x 


t'-dx 


formo- 


li efibente l’elemento del fettore CM A, confeguentemente S* ■ , ; eguale 

2yx — u 

al fettore C MA dato per l’ abfciflà prefa dal centro dell’ iperboli fu 1 ’ affé tranf- 
A Wei ° t/i. Se quello fettore fi vorrà dato per 1 ’ ordinata P M =; y , la fua for- 

Q? i +4 ■ ■ — 

mola farà S* — — — ■ poiché effen.o PM=j, fibaCP — e 11 tri * 

lyf-t-S 

angolo CMP = ì y \f •+- a'-* Ma (pel num. 83.] lo fpazio AMP dato per 
l’ordinata S ~==rr — , dunque effendo CMA = CMP — AMP; fi avrà 

yj*-+-a* 

y'Jy 

CMA = L\ y 7» a' — S- - Si prenda il differenziale di quella 

z JJ yy-t-a 1 


equazione e ne verrà N C M 


. y* 

ì dy^y 1 +■ a 1 +• i ===== 

z JVJ ..TTT7* V'y-t-a* 


Vj‘+“ 
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«Vjr 


7 9 


• ; quindi S- 


•< V <- t ~. 

— al lettore CMA dato- per. 1 ’ 'ordi- 


■ V/+*' w ay/j 1 4- «* 

nata . ' ’ ; 

91 - Porto che le abfcirtè non comincino dal centro, ma dal vertice del?* iper- 

b°la, e però Ila A P — x, fari P M — ^mx-f-xx > c la formoli efprimente il 
A* tfx 

fcttorc CMA lari S* — : , poiché il triangolo CPM — 


* 4 - x J/^ 14 x 4 - 


1 */ idx+xx’ 

. j e lo Ipazi» A M P = 3 » dx V 2 <1 x 4 - x x [ pel tu 


I: Ma CMA =r CMP — AMP, dunque CMA = • + *Y ** *+ * * 


~S-dxi/iax-i-xx*Si differenzi pertanto quella equazione , e fi avrà 


'4 d X 4 - X d X 


y/ lax+xx 


d X i4X-{- xx 


NCM = Sdxv i»7Txx 

<?dx _ PA 

— ~ — ■ > e in confegueaza S. 1 - — ar lettore CMA dato per 

ly/iax-y-xx - 1,/zax+xx 

l’abfcifla prefa dal vertice dell’iperbola fu Parte rranfverfo. 

98. Cercandoli quefto Lettore dato per l’ ordinata, li troverà elfere — 
d*dy 

S- — ' — , come li è avuto al num. 06. 

»Vj 2 4-« 2 ^ 

99~ Si prenda aderto P abfciflà fu Parte coniugato CC , e lìa CL=x, farà 

I*M =.tfxx+-aa y iì triangolo- CML =r -I x V x* 4 -uji, e ( pel numi & 5 i ) 

2 . 

lo Ipazio CLMA = 3. /xyxx4 -a» 1 Ma CMA = CIMA • — CML, 
dunqueCMA = S* * x ^xx-t-a» — L * tfxx-t-aa. Si differenzi. quella 

equazione . e ne verrà NCM = d x y/xx — i- <fxVxx4-tf< 
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lx' t X 


d 1 ix 


; e però S- 


l ix 


= al fetcore CMA 


y/xx-y-aa 2y/XX+aa 2 yxx-t -44 

dato per l’abfcifla prefa fu l'aflè coniugato. 


ioo. Eflcndo CL = yj yy — aa t CML = i jVjy — ‘ ta ì * [P* 1 num> 


87.] LMAC = S- 


\yj- 


, il fettore CMA dato per l’ ordinata , che par- 


a’ dy 


te dall’ alle coniugato è = S- 

ìy/yy — a a 

tot. Cerchiamo ora la forinola del fettore CMA dato per la tangente FT 
condotta al vertice dcll’iperbola. Si dica la tangente AB intercetta ta 1 al- 
fe tranfVerfo, e il diametro CE, che patta per l’eft remiti dell'arco A M: Si cica 

in oltre CPm; onde farà PM — y/ zz—aa. La limilitudine de’ triangoli 
CPM, CAB fom minilira CP : PM : : CA : AB, cioè in termini analitici 


Vn_a a : : a: x, da cui fi ricava x* = — aa , e a = 


a' x d x 

onde it, — — - 


s—x-ys 


r_; y/zh — ua — 


i/t 

i — 


^4* X* 

— - «X 


ya 1 — x' • 

aH* 


Si fòftituifeano quelli valori di dz,e di y z. — 44 nella formola $. 

.yca— '*<*’ 

che ( pel nani. 9J. ) dà il valore del fettore CMA, e con ciò effa li caumierà 
a* xi x 


nella feguente 


S a 2 — x‘V r 3 — x* a J dx 

~~ = S -T 7 ^=’ chc4il 


il valore del 


y/ u l — x l 


fettore CMA dato per la tangente. 

ioi. Se quello lettore fi vorrà dato per la cotangente , la Formola da cui 
a ì dx 

verrà efpreflo farà S- — . — ~ ■ , avvegnaché i triangoli fimili CML, 

A ^ XX — 44 


CED diano C L : L M : : CD : DE , cioè in termini analitici * : y'a.z. +- ua:: a :x, 
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«* 


da cui li ottiene x % = a^zz+»a t t z — 


yx> -a* 


e però J z ~ — 


<?xix 


** — « 2 J/ x l — a? 


e y*i + *« = 


✓-7“ 

| 


+ a 1 = 


a x 


V * 1 — 


. Si Io* 


ftituifcano adeffò quelli valori di iz, e di i/zz-t- a* nella formo!» 

S ó'i z 

• =====- . che ( pel num. 99. ) dà il valore del Lettore CMA, e con 

1 yz.ft u a * 

ciò efla fi trasformerà nella lèguente 

a* xix 


s- 


‘—a'i/x 1 — < 


= S- - 


»v* 


a X*‘ 


. , che è il valore del Lettore 


V X 1 — u x 
CMA dato per la cotangente. 

io?- Cerchiamo per ultimo la formola del Lettore CMA dato per fabfcifli 
prefa fu l’afintoco CQ_. Si prolunghi in H l'ordinata PM, e fi dica C H=x 
CP=*: La fimilitudine de’ due "triangoli CAF, CPH fomminiftra quella pro- 
porzione CA:CF::CP:CH, cioè in termioi analitici a: y 2«* : : z : x, da cui fi 

. «xx, ix ,/ x i 

otttcne z = — dz=z—.-^-^ = J— -i-. Si folli. 

tuifcano pertanto quefti valori di iz, e di y z 1 — a 1 nella fcrmolaQ. “ 
che (pel num. 9$.) dà il valore del Lettore CMA, e ne verrà 


m*Jx 


S V'* _ r a* ix 

2 yfx» — a a» O 2 y x > — 2 a* 

Vi 


. , che è la forinola del Lettore, dato 


per P abfcifla prela lù P afintoto. 

104. Che Le relativamente al num. 94. fi vorrà la forinola del detto fettore 
data per l’ablcifta prefa fui femiaflè tranfverfo, fi deferiva il quadrante BAD 
( Fìg- 5.) , e dall’ eftremità M del fettore fi abballi all’ afte coniugato l’ordinata 
M P , e fi dica AP=t, pofeia dal punto P al vertice B dell’ iperbola fi tiri la 
retta PB, che incontrerà in G il quadrante 1 onde abballandoli all’ alfe tranfver- 
fo la perpendicolare GF, farà BF=x. Ora la fimilitudine de’ triangoli JBFG,BaP 


Tomo Vt. 


dà 
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■■■■■. i . i * a yj uà — xx 

dà x : ^ aa — xx : : * : z, da cui fi ricava z — : iz = 

' • X 


—ax*ix — aix^ aa—xx 


sjaa — x.x 


a 3 Àx 


x* y'a 1 — x* 


«a* 4 — i a * 

1 • — y -l_a* — • 


V* 1 + = | 


ha* = — : Dunque foflitucndo quelli valori di d%, 


S a*dz 

. — . che (pel nurru 99.) dà il valore 

i^zz-t-aa 

— a* ix 


del lettore CAM, fi avrà 


O x* \/ a* — x l — a' dx 

v = C. — — formola cf«- 

J ixyja* — x* 


la- 

ta 


beote il valore del Lettore CAM dato per l’ abfcifTa BF prelà fui femiaSe trant 
verfo. 

105. Colla (leda lettera x ho fempre denominato la variabile , per cui vieti 
data la formola, comunque effe fi prenda o fu I’alfe tranfverfo, o fu l’afle con- 
iugato, o fu la tangente ec., perchè non dalla varia denominazione di quella va- 
riabile, ma dalla diverfa forma, che fortifcono, diftinguonfi le ritrovate forinole. 

106. Delie forinole fin’ ora trattate fi fono augnatigli fpazj , o i fettori iper- 
bolici , che ne fon gli integrali . Ora ricercheremo l’ efprellione analitica di quelli 
ftelfi integrali , e a quello fine fi oflèrvi , che elfendo C 1 : C K : : A K : M I , e per 
la fimilitudine de’ triangoli FAK, HMI avendofi AK : MI : : AF ;MH, farà 
CI : CK : : AF : M H, cioè in termini analitici (fi prende CI — z, CP=zx) 

z : ■)/ — a* • ■ a : MH (=x — y* xx — <m, perchèMH=PH — PMJ. Effèn- 

i . % a 

do adunque a: V — a 1 :: a: x — V xx — aa j fi ha ■ = • 

3 y'Lfl* x — y'xx — aa 

In fecondo luogo eflèndo CI : CIC: : AF: M H, e (pel num. 310. Tomo IV.) 
AF;MH::MX: AT[=AF] fi avrà C1::CK:: MX: AF, cioè in termini ana- 
litici z: V ~ a* : : x -H^x 1 —a* : a j e però — = . * ~ + ~ / — — f* . 

V ~a' 

In terzo luogo dalla precedente proporzione AF : MH :: MX : AF fi ricava 
AF == V MH X MX, c con foftituire quello valore di A F nella proporzione 
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*3 


CI : C K : : A F : M H, re viene C I : C K : : V M H X M X : M H , e 
. ci y m h x m x y*vTx . .. . 

in confeguenza —p = — = - , vale a ère in ter- 

. yMH 


mini analitici 


\/ x 4- y xx — ai 


y r «* 


,|/ X — y 


xx — a« 


In -quarto luogo dalla fimilitu- 


dine de” triangoli CBF/CMH, e CBT. CMX fi hanno le d„e re°uenri nro. 
porzioni CB: CM : : BF ; MH, e CB : CM: : BF: MX, qumd BF; MH •: B[ • MX 
cioè in termini analitici (col fare AB -u è BF — AF AB — « , e Ri — „ + '„ j 

* * • * — y xx — uj . '.a-t-u: x 4- y xx — ai , conf guentrmente 


x +- yxx -- A 4 


__ x -4-y xx— a a *- U |/ 

* X — yxx — 44 y« “ «/ ■ - 

¥ • K * — y XX — 44 


107. Da tutto ciò fi conclude] che ■ 


-a 




x — y xx - m s 


x 4- \/ xx — wtf 


j/x -t- yxx — ad y« +-I, 

~ — — - = — Nella prima di que- 

|/ x — yxx — aa V “ — “ 

Ile forinole la variabile fi prende fu 1* a filtrato; -nella feconda , tèrza-, e quarta fi 
prende dal -centro lu I’ alle tianfverfo; e nella quinta fi prence fu la tanFente 
che è al vertice dell’ ipeibola . ° ’ 

10S. Si differenzi ora logaritmicamente ciafcuna delle tre fi mole 


x — y XX A 4 


y xx ~ ‘ 1U |/ x 4- y xx — ua 

> ’ ~ — z .. — — — ] e G troverà , 


|/ x — y xx — 1 


che il differenziale logaritmico <f ognuna è 


ix 


V xx — 44 


. Di fatto il differenziale 


L Z 

V 


co- 
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— adx ■+■ axdx 

comune della quantità 


yj xx — aa 


-yjxx-aa x— y/l^Z 


, che divido per 


— a yj xx — « a 4- * x X dx 

•j XX — a ^/\ X — V * x — 

d’avere il differenziale logaritmico, e mi viene 
X — yjxx—aa^ — ay/xx — aa +ax^(dx 

, X v**-«)(*-v XX — «4 


V XX — aa 
a 


x — yxx — mi 


a fine 


. II differenziale comune di 


yxx — mt 


x 4-yxx — aa ^ dx ^ 


* Jx _ ixs/xx-aa 4 - xjx_ ^ ^ 


* y/ xx — aa 


ayj xx — aa 


do per x + v/ — — a fine d 1 avere il differenziale logaritmico, e mi viene 


yj xx — aa Arx^ix 


ix 


yj xx — aa^x+yjxx — aa V xx — aa 


. Per prendere più comodamente il 


differenziale logaritmico della formola-^ l* + ^ fi difponga effa cosi 


V* - v 


xx — aa 


JL l, x 4- yj xx aa /. x — yj xx — aa . Ora H differenziale di 

2 * 


i-rfx 4* — xix 
2 2 


*.ÌX4-Vxx— è j. xx **- 

a x 4- yj xx — aa 


x 4- yj xx — aa 
yJxx — aa Hx-\-yjxx—aa 


i 

~x 
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*5 


1 - Jx 


e il differenziale di — Li. x — V xx — a * i 


y XX — 44 


- T dx + x/x ^X~ Vxx “ **-*- x X Jx _ _r 


dx 


a/ XX 

==“ = y/ xx-aa Y x -Vxx-aa «* x " " 

x — yxx — aa A 


- dx 


L dx 


Ma 


Jx 


y xx — a» yxx — «a yxx — «« 

1/ x -f- yxx — ai , 
buco di L — — è 


Jx 


, dunque il differenziale logarit- 
dx 


|/ x — yxx — 


aa r, 


yxx — aa 


E (Tendo pertanto 


yxx — aa 


il differenziale logaritmico d' ognuna delle tre forinole 
* x -f-yxx — aa |/ x yjxx—aa 


x — yxx — d* ’ 


|/ x — yxx — 


, egli è evidente, che 


44 


~a*Jx 

T integrale della formola — — ; del num. 95. è — «' l. 

yxx — «4 2 


x — yxx — «4 


I .. X 4- yxx— «4 1 . . V * 4 - yxx— 44 

o pure — a /. , ovvero — a* L — - — ~ — v - 1 — . * 

1 * 2 X yxx «4 


y 4 -+- X , J u 

log. U differenziai» logaritmico della forinola — è : Di 

y 4 — u aa — uu 


Ju y 4 — « Ju ^ a + u 


, , V* + », iy« + » 2 y 4 — u 

fatto il oiffercniiale comune di — - è ; 

y # — v 


Ju 
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i i > x« — * ■+- i< X a -*'“ e ^' t , , 

— ■ ■ ■ — — — — — • . . — ) che divido per 

2 V'o-f-" Xv - — "X" - * V* +•" X V U X*— U 

a fine d’ avere il differenziale logaritmico, e mi viene -1 

•iu 


\j a 4 - « 


Y » — u 

. ai tt\ a - « 


Y a +“X V a + u X X“— “X*— “ 


.«a — uu 


7 ‘Quindi l’ integrale della forinola 


— a* ix ; 

2 ! V" 4- * 

del nura rot. è — «’ /. — ■ 

M — XX .2 y 4 — x 


tio. Cò pollo è facil cofa trovare | e efprelfioni analitiche degli integrai; 
delle antecedentemente ritrovate forinole elibenci le atee, e i Lettori ipeiboiici E 


-„V* 


primieramente l’ integrale della formola - ■ del num. 95. efibente il Lettore 

Yxx — 44 


4 *1 


CMA è - /. 


. : della formola 


x — y'xx — a* 




eguale ai Lettore fle£ 


fo dato per 1’ ordinata num. 96. i a* l della formola 

* 3 — VX) + «• 

i-a*</x 1 


)/ 24 X 4 -XX 


, 1 • 

num. 97. è -« /, 


■ : della formola' 


1 


M+X — (/XX + KX 


num. 99. è — a 1 / 


2 


X — y'x* 4- M‘ 


: della formola ■ 


La'iy 

2 J 


Vjj — •* 


v XX 4- Od 


num. ioOk i 


3 ~Vj 3 — “ 


~a>ix , 

della formola — num. 101. è J - «’ l _*J*T ? ; 

— x* ^7~X 


del- 
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— ~a>ix 

«Iella formoli j— num. 102. è La* /. — * * : delia forinola 

2 Vx — a 


-a 1 ix 

2 , 1 , , a 

— — num. 103. è —a*/. — — 

<Jx l — 2 a 1 2 x — y/xx—ia«. 


della, forinola 


— a* . ad* 


x y 1 a‘ — x* 


I df — t/ d* — — Jf 1 

num. 104. è — —a*/. . E quelle fono le- elprelfioni analitiche 

degli integrali delle- forinole efprimenti i fettori,.colPajuto delle quali fi ottengo- 
no quelle degli integrali delle forinole efprimenti le aree. La prima forinola num. 

82. è g.rfx yj xx'—aa — AMP; ma AMP t ==: al triangolo CMP' meno il fèt- 

— a 1 ix 

tore CMA; dunque g. ixy/xx — aa = - * ' x * — — g. 2 


x \J xx — aa f 
2 * 


x — / xx — aa 


— aa 

.• La forinola num. 83; è g. — — 

Vjjf-f-aa 


= AMP = CMP— CMA; quindi S-- 


T*h 


yy J y __ jV ,rr -+- 
V yy ■+■ ** 2 


S- — — = — ■ ^ — -a‘l. — — - : La forinola num. 84. 

_ V yy -+• *« 2 y~Wyy + ** 


. „ , ; a+xy/iax-t-xx 1 

è S. ixy/iax+xx — —a 2 /. 


: La for- 


a 4 -x— V2 «x-t-xx 


mola num. 85. è g, ix ^ xx •+- aa r CL MA; ma CLMA è — 


al triangolo CML più il Lettore CMA ; dunque g. ix y/xx + aa — 
L a l ix 

S 


x y/xx +- aa 


x <ixx 4 - aa 1 
. j_ — a L 


y/xx+aa 


x — y*x ■+■ a* 
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La forinola num. 87. è = 

'“vj'j— ** 

La formola num. 88. è Q — = AMP = CMP — CMA; ma il mango- 

a 2 — x* 


/'j » .■>, * . 

Vjj—** 1 2 J—VM — ** 


J_ a’x 

lj ~n — a _ , e PM = — 2* — ; e il fet- 


y/u> — x l 
a 3 x*</x 


lo CMP = 1 r> perché CP = 

» x yV — X* 

L « 3 //x 4 ^ 

toro CMA = C 4 r C? eI num - *°i) : dunque Q * r == 

J. a 1 — x l U* 

L «’x i.«y* L tf'x 

2 C 2 . — -2 — -» ■ v'“ +~ v ; La formola num. 

«* - x* 0- «» _ x‘ ~ a 1 - x 2 * v — - 


S — g^dx 1 

- — AMP = CMP — CMA; ma CMP = x , _■;> » e 

• xx — aa 


L »'x 




S i - p — a» *e 2 

;rr7 : 0- 5^? ~ ~ 

L asrfx L «’* 


L 7’X 


— -* 1 " t “ a • 1 « formola num. 90. 


c _J 2 L 4* / V* *■ * ■- La 

O- x* - - x 2 - a* 2 v — - 

S , — LMAC = LMC -h CMA; ma LMC = -Ì :i eCMA= 

* a* — x 1 a — x 

L aVx , - *’* 7- «'<** 

S a p « 3 </x 1 C* 1 

. V~=TP : dUn<5Ue J- ~ «* - x 2 + J- a* — x 2 “ 


La 3 * 
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* 

». 

• v ■* 

— 4’a r’/x 


L „< t y* ; La forinola num. 
z ^ a — K 


S — -4’xVx 

- 1 . = 

x* — «* 


— aVx 


2 i_ La*/, : La forinola num. 

x* — a* * yjT -4 

- 


‘ S- i T _ : = 


2 •* 

j- a* /.x." La forinola num. 93. è ^ ^ — — J" ** ^ J : forinola 


™. S4 l s zlJ ^t = - *■ X- 


\fv 2 — 


axx 


1 p aix 

2 * u- »✓«'— j? 


x „ V- f L/.lnX^f! 

/\ JXX 24 X 

iti. Facendo meftiere aver prefenti quelle forinole per poterle al cafo rav- 
viare, io le foggiungerò qui tutte per ordine code efpreflioni analitiche de’ loro 
integrali . La figura di cui mi fervo per indicare gli fpazj > ° fortori è la 4. 

Formole eGbentì fpazj iperbolici coi loro integrali . 


L $. <** Vxx — -M =3 L a » /. - a Ho f palio 

* * X — yxx — 44 

AMP dato per la variabile prefa dai centro fu l’affe tranfverfo 

IL S- - Jg*~ = - - -* A allo Ipazio 

yyjH-44 1 2 y — Vyy + ** 

AMP dato per l’ordinata 

in. s- ** vzzzzz = °±*£EE*L - l 4 - /. — 1 ai- 

2 2 4 4-x — ^zax-h xx 

' lo fpazio APM dato per l’ablcifla ptefa dal vertice dell’ iperboli fu l’ailè trans* 
verlo 


Tomo VI. 


M 


IV. 
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• 

x \ XX ■+- aa ^ 1 j • a 


IV. S- d* '/xx -t- aa. — . 

4 * x - — \Jxx -f- aa 

zio CLMA dato per Pabfcifla prefa fu Falle coniugato 


— allo fpa- 


yy {y _ yVyy — ** 


+ t, s l. 


v. S- 

Vyy -« • y— V jj — ** 

dato per l’ordinata alzata dall’ alfe- coniugato. 


: = allo fpazio CLM 


Vi. S- . - 

aa — xx 

per la tangente 

■ v - 

— — 

Vii S- . = 

xx — aa 

to per la cotangente 


- a>x 


ér | ^ (J -j. ^ 

— à 1 l. ■ i= allo fpazio AMP dato 

aa — xx 4 ^a — x 


— a>x i/~ 

— — a 1 /. — * — allo fpazio AMP da- 

XX W - 2 ^ X i 4 


a^dx 

vili, s- ===* - 

4 * X 2 

«iato per la tangente 


— ai 


a’x 


1- — a 1 1 . ^ J **~ x — allo fpazio LMAC 

aa — xx a ^ a K 


... “ *** 

— a>x x Jx a 


xx — aa 

to per la cotangente 


xx — aa 


!~ a 1 l. — 


V* —a* 


allo fpazio LMAC da- 


X. S 


l* afintoto. 


• %. 

4 w. » 


= i- a x ì. x — allo fpazio KAM dato per I* ablciflà prelà fu 

x a 


— - aUy 

4. 9 J 


XL 5. — — = — i- a x /. j = allo fpazio KAM! dato per P ordinata al- 


zata dall’ afintoto . 


XII. 
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XII. s. 


— «Vjt 

jfV‘ 


» - rf» y- + l /. a - v* 1 - «» . - 
:» _ X» A 2 *^ *4 * *~ 


aUo fpazio ACLM dato per la variabile prefa fui femiafle tranfverfo. 

Forinole cGbenti fettoii iperbolici coi loro Integrali. 


- a'ii 

«• S- ~ l ! 

yjxx—a* X _ V xx — 44 

abfciflà prefa dal centro fu J’affe tranfverfo. 

h 


— *1 lettore CMA dato per I* » 


- «V 

IL S- -■ = L 4‘ /. 

vyy -t- «•< 2 

ordinata. 


y — Vyy «* 


= al fettore CMA dato per 1* 


- « l Jx 

I». S -=_ = ~ l. 

V'iajc + xx 2 


a-h x — y* lux j-xx 
l’abfcifla prefa dal vertice dell’ iperbola fu l’afle tranfverfo. 

~ a x Jx 

* IV. S- =. I 4* /. 1» 

y/xx + a* 2 x-yxx + «4 

fciffa prefa fu l’alfe coniugato. 

r 

v. s- -= = L 4 * l 

in— 1 . y-vJT^ 

dmaca, che parte daii’alfe coniugato. 


— . al lettore CMA dato per 


= al fettore CMA dato per l’ab- 


— • *1 fettore CMA dato per l’ or- 


VL S. - 


r* a'-dx 


** — XX 


L 4* l. tl 


V* — X 


— — *1 fettore CMA dato per la tangente 


M x 


* VIL 
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* — ■ a}dx ■ 

V1L g. — - — — — == ~ a 1 l. a ■ — al lettore CMA dato per la co- 


xx — aa 


tangente . 

— «Vx 

Vili. Q. =-«'/. 

5 2 

abfcilfa prelà fu l’afintoto. 


ijx — a 


x — y'V — za 1 


— ■ al lettore CMA dato per 1’ 


_ - « * adx 


ix. s- 


X V«* x * 


— L a 1 l. a y * — al lettore CAM da- 


to per Pabfcifià prelà fui feraiaflè tranlverfo. 


^ dx u ^ ^ 

X. Giulia la formoli VL e (Tendo $. — — a 1 I. • > farà pu- 

«« — - xx 2 — x 


re S- 


adx 


- i V a + * — |L i * 4- * 


«« — XX 


*ja — x 


l JL 2 Z-Z-; confegnentemente 


$- 


zadx . « x 


a dx 


e S- ■ = - l- — 

«« XX « X fl« XX X <t x 


— r a ' ix i jrm 

XI. Cosi pure avendoli dalla forinola VII. $. — — ~ l. ; 

xx — aa 2 _ a • 


farà S- — = /. ~ l ~-- = i- 4 •* - e “> confcguenaa 


xx — x« 


y'x — « 


X — « 


c ~~ — fc x -f~ a c r — — 1 . 1 . x + a 

XX — «« X — « ’ XX «« a X « 

112. Oflèrviamo di paffaggìo, che effendo le aree iperboliche eguali ai fet- 
eoti [pel nura. 402. Tomo IV.], ficcome per avere un fiftema di logaritmi fa d’ 


Digitized by Google 


CAPO L ARTICOLO III. 93 

uopo (pel num. XCV. Tomo IV.) dividere gK fpazj iperbolici per una quanti A 
«mance n , cosi egualmente fi potrà egli ottenere con dividere per la quantità m 
i fettori. Se pertanto fi prenderà m eguale alla metà del femiafie tranfverfo dell’ 

fi 

iperboli, cioè n — — , indi con quella quantità fi dividano i fettori, fi avrà ua 

fi (tema di logaritmi (pel num. XCVII. Tomo IV. varia il fiftema de’ logaritmi fe- 
condo che vario fi allume il valore di m), il di chi protonumero CZ farà 


= y/ ~ aa = , perchè effendo CA* = CZ ' 


t AZ , ficcome CZ 


CA 4 

= AZ; farà CZ =s = — ; la fottotanaente farà — a, i motivo che 

yà V* 

i 

la fottotartgente effendo eguale alla potenza dell’ iperbola, che è j- a* , divifa 
per la quantità collante m = i- «, fi trova perciò la detta lòttotangente 


i 

— 44 

a 

I 

— 4 

a 


= 4: Che però facendo = 1 il femiaffe tranfverfo CA, la lòtto- 


tangente di quello fiftema di logaritmi farà — i m , e la quantità collante m , che 

deve dividere i fettori iperbolici farà = Ond’è, che quelli logaritmi conven- 

V* 

gono in parte coi logaritmi iperbolici, in quanto Che tanto gli uni , che gli altri 
hanno la fottotangente r= 1 , ma difcordano per altra parte, "in quanto che il prò- 


tonumero di quelli logaritmi è =: 


• T e il protonumero de’ logaritmi iperboli- 


ci è t ( pei num. CVI. Tomo IV.). Col mezzo (fi quelli logaritmi deftrivefi 
la curva DLG ( Fig. 84. ) , che chiamali trattoria , la qua» ferve a quadrare fiper- 
boia . Per deicri verta fia l’ iperbola equilatera QLJC , al di cui vertice L fi condu- 
ca la tangente LN ; onde prendendo una qualunque LS —x, e dal centro A pel 
punto S tiratalo fino all’ iperbola la ietta ASQ^, fi ba il valore del lettore AQL 

* 

"■ a?/y 

S 2 

— — (pel num. m. delle 

for- 
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forinole efibenti Lettori iperbolici forinola VI ); confuguentemente fe quelli for- 
moli C dividerà per ia metà del fcroiadè tranfverfo AL, cioè, per — a , fi avr& 

S , “ ' * — , che è Tefpreflione generale di quelli logaritmi. Ora fe fatto centro 
• a» — xx 

in A fi depriverà col raggio AL il quadrante di circolo LT, indi dall’ efirenvtà 
cella x , cicè dal punto S lì abbaili normale al femiafle coniugato AT la retta SB, 
e in Sèguito dal punto C, ove la retta SB intetfi.ca il quadrante Lf fi conduca 

parallela alla AT la retta CE — C — - — - — , vale a dire al corrispondente Io» 

,_)• *4 — XX 


garirmo del fettore AQL, l’eftremità E della detta CE darà il punto E della trat- 
toria cercata. Stante ciò fe diferitta l’ iperboli QlK, che fi vuol quadrare, e la 
conveniente trattoria DLG, ti vorià il valore di un quatlìfia Spazio ipribolico 
MlQR = al fettore AQL, dal punto S, in cui la AQj interfrea la tangente LN 
fi abbaili alla AT la normale SB, pofiia dal punto C ove ella interferì u quadian- 
te fi conduca alla trattoria la retta CE parallela ad AT, e il rettangolo ai quella 

CE in “AL efibirà il cercato valore del fettore AQL, o Sia dello Spazio MLQR, 


In altra maniera ancora, cioè per mezzo delle ferie, fi polfono pren- 
dere gli integrali delle forinole dipendenti dalla quadratura dell iperboli. Vediamo- 
ne gli eiemj j , e primieramante debbafi con una ferie trovare l’integrale della for- 


inola differenziale 


ix 

b -J- ax 


del num. 78-, che difpongo cosi 


i- Jx\ — . Pel num. 839. Tomo IL fi risòlva in ferie il fattore 


è 

h x 

a 


prevalendosi della forinola generale 

d^x* Jt‘x* Jc'xì 

- -t — - 4 - 

r* 0 e* 


è 

r + x 


e ix 
/-'ad 1 


d 

c 


iex 


dfV 

0 


— ec. , nella quale devefi fere d =s 1 , 


f = — ; e = 1, e con ciò tifa fi cambietl rela figliente 


I 
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I 

I 

X 

X* 

X» 

4- 

b 

■+• X 

— b 


^ b> 

b* 


a 

a 

a 1 

ai 

a* 

«s 

~ 

I 

a 

e*x 

_ j 

a J x* 

«*x 3 

_ ■ _ 1 _ 

«5x» 

M 

■+■ X 

~~~ i 

tà 

~T> 


’ ~*r — 


_ I * a 

quella equazione per - ix, e ne verrà - 

" O 


- ix 


4- X 


ix ttxix 

T !F 


a'x'ix M'x'ix 


b> 


b* 


— — ec.; ed integrando fi avrà 

0* * 


•* C )r Jx 

Sf— =s» 




b 


•f- «X 


X «X 

a ab* 


a*x } «Jx» ««x 5 __ 

4^ j*>: eC '*, 


ElTendo pertanto (pd num. 7 &) ^ _ 


ix i- l b 

-+- «x « a 

•* «’x* «Jx 4 «»x* 


"* 4** + - 5 i-s 


x 4- A, trovali 
— ec.+A 


,«%*» 1 I b X «x 1 a'ì 

er™_ t _ + x+ A= r __ + _ 

& l’integrale Ma foimoia dovii eOìr tale, die vada a atto allorché 

fi fr *=Oj l’integrale completo di . — - 


r . * , b I 6 

farà — 4— -f-x — — l — , 

a a a a > 


e in confcguenza j- 4 — -j_ x — L ~ gy * . flI ** 


Mix* 


i b> 


ly '*) 

>«4- Debbafi in fecondo luogo trovare mediante una foie l'integrale della 
forinola differenziale ~ del num. 8o. , che diipongo così 


O 

* 1 1 


5 * 
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JL x ’ — — I— . Si rifolva in una ferie il fattore - rr ^ , e fi avrà 


‘ b" 

x 

a 


b" 

— — x 
a 


4*X»* 


» «’x 1 * - - 

• — -i- a *— 4 - 4- — - — h ec,, 

yT ■+* y ~ £s" £4* 


— X 

* I 

la quale equazione moltiplicata in ~ x"~~'dx diventa 


L X l dx 

a 

*TZ7' 

a 


x'—'dx <tx"—'dx a'x''—'dx 

4 rr . — 4 tt; — + 


b' 


-M " — IJx « 

— j- ec., e integrando ne viene 


s 


b *’ 


- x a —'dx 
a _ x 

itb 




a’x'’ 


b" 

— — x 

m 


4- ec. 


2nb im 4 nb*" 

nj. In terzo luogo fi debba trovare per mezzo di una ferie l’ integrale del- 


la formola differenziale ^ 1CX ^ **■ del num. 80. , che difpongo cosi 
x-f-bx-Hx 

rZTTTv i xV j— 1 • Si rifolva in ferie il fattore — > 

"-r**** * x J\a 4 - bx 4 - ex 1 44-£x4-rx* 

metodo del num. 830. Tomo IL , e fi avrà 


col 


a -i-tx-f-tx* 


L - - 

a a* 


b x —ac \^x l*bc — b> 


a 5 


a* 


■'^x i 4“ — 7 > a ^ c ~f~ fl c Vx4 ec. , la quale equa- 
zione moltiplicata per 4-+-2rxX^x diventa t ‘ 4. 

a-hb x +-cx l a 

HEZ)(xdx 4- b ' ~j ± X**'* + ?■'' d * + «•» ein - 


tegran- 
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tegrando ne viene 


b -t- ic x)(dx k* a a c — 


—Y*' 

14 * A 




4 ab'c— ia l c*—b* 


4 «r* 


X 


x* -f- ec. 


ji* dj \i * 

differenziale — ■ - del num. 8j, che difpongo cosi j* Jy V , Per 

Vv -*-“*■ • „ 'Vw-K 4 

I I (* )f 4 

mezzo della forinola generale = — — — - 4 - - — 

y'a' + c 1 4 14 baì 


i** _ y s 

lóa 7 


usa" 


ec. riduco in ferie la quantità 


VJO! + ' 


con fare a — jr , e 


c — a, e mi viene 


V>j 4 -« 


i’ 

•— •• 

y ■ 


4 

"ìF 


Jfl 

bjfi . 


ìcy 


aj, 8jH 

? d J 

Vyy + "“ 


0 y> Ii8j 7 

, ■ 

I* * I ^ | *«♦ 

— i y r 


inte- 


. Jf* 

«_2 5 — ec. 4 quale equazione moltiplicata per jr* rfjr diventa — 

i*i(rL • ; - vyy •+• * a 

. J, a* Jy 7,1* Jy 54*1/» , IKaV* j - 

— J d y - -4 x--- — — ■ J ■ + — — ~ — ec. , ed n 

i àji 8jr } jG>> iz 8>7 

grando li avrà $. 

* a 

T a< 

■ ■ - o w m awauiv 

6ji* 6. iiBjr 5 

I* 


— — ec. Se la formola fi foflfe prefa cosi rz- fi fareb- ’ 

4- l6 J* 6. ia8ji s V'** 40J . 


be avuto $$. 


y* d J 


1 — _ J» 


v'« < * 4 - yy - 3* r 2 - 5 a ’ 


n 7 _ L? 7 

8. 7 «* 4 ìO. ^a 7 


35 J 1 


— ec. 


128. ila’ 

117. Ancora col metodo del num. 67. fi poteva prender la ferie, che efibi- 

y'*y 


fcc l’ integrale della prò porta forinola 


Vyj '+■** 


Si faccia ufo della formola gene- 


Tcm. VI. 


N 


rale 
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mi- ix' + t ' . ( ~x* - — ec - ) »*' trov »« * 

cui C facciano le opportune foftituzioni, cioè x—J> f — 3 , f>—i, « = » 
«=nM,ii=-ii» = »iloche fatto C avrà ^ - — -■ — VJ3 +**< 


(i^'~ 


V'JJ -t -* 4 

g rz. 8 _ t& 12 . 8. 

«t 4 . — 

0*4.5 ^ X2*‘.J 7 X4" 8 - $• 7- 9- 


y +• «e) . 


ili D* egual ondo operando fi troverà la ferie, che forni fcc l’integrale di 
qualunque altra propoli* formola differenziale, e ia quefta maniera più Tpedita- 
mence, che col metodo de’ num. CVlll, ClX. Tomo IV- fi troverà con una Ce- 
lie un qualfivoglia logaritmo : Come volendoli efpreflo con una ferie il va-^ 

(ore di L * — * , fi differenzi quella santità, e fi avrà — = — 

/xY-i— • Si rifoiva in fede la quantità -1-, dell* qual ferie fi moltiplichi 

A* — * 4— * 

ciafcun termine per — dx, indi fi palli all’ integrazione , e fi otterrà finalmente 
, ■ — “ * x * — **, — **_ ec Non £blo poi di ua da* 

* ~I7> 4** 

to numero fi può trovare con una ferie il logaritmo, ma wct verja dato un lo- 
earitmo fi può ottenere con una fèrie il cornfpondente numero. Dato per elei», 
pioli logaritmo t +■ a debbafi trovare con una ferie il nomero *•+■*., ».«* g‘ 
corrifponde : Si «accia quello numero a A- x eguale a ona ferie a coefficienti in- 
determinati cori «+* Ja+B.+C^+D.»+ ec., pofcia fi dito quefta ^ua, 
rione, e ne «tri Jx =:Mu-+.zCu<ù< +■ jD«V« 4- ec. , di cui dividendo 1 uno , e 

„ . ix _ B(/« 4 - 2 Cvd« + ^DaV« ^ 

l’ altro membro per *4*, fi avrà — + eCl ’ 

VA | C a dire (con foftituire in luogo della quantità *+x la ferie, cui è Hata fat f 

. . Bd:<-»-jCv/«-t-^D«V«4- ec. _ v «. e neiò Bd« 4 . zC«<f« 4- - 

11 e ^ e J ■ a+B«+C« 1 +D«x+^ 
gDu % Ju+- ec. — Adu4-Bnd«4'Cu 1 du4-Du , d«4- ec. ; o Ga 

Bd«+-zC#/«+- ì Du*du-t- ec. •» _ ^ ^g^gHando pertanto ciacun termine a 

— -Adi/— Buda — Ca*d« — • ec J 

zero fi determineranno i valori de’ coefficienti affanti B, C, D ec, che fono 

B=A ; 
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B — A ; C — — B =: — A; D — I* C — A ec. Onde IbAituendo quefti 
2 i 3 6 . 

raion nell’ affittita ferie indeterminata, vcrrafQ ella a determinare, con che II 

avrà *-f-x = A- 4 -A«-{- ì- A «* -f L A «* + «c. ; ma perché allorquando 

a <5 

è x = o , rifulta pnre «=o , perciò quella equazione fi riduce ad a = A, con 
che reità determinato anche il valore della lettera A , e però finalmente trovali 

h 4 -_I «a 1 +• L «a» ec., ed x =: rw -H — ««*H — %« } ec.= 
2 0 2 0 


a X " + ~ u% -h i- a» + ec. 

119. Vediamo per ultimo come fi poflTa efprimere con una ferie il feno iper- 
bolico, il cofeno, la tangente ec. prevalendoli delle formole,con cui abbiamo det- 
to rapprefentarfi i logaritmi, de’ quali abbiamo parlato ai num. in. Un foto 
efempio metterà fetto agli occhi la maniera, oon cui devrtì operare. Debbafi 
pertanto trovare la ferie , che dà il valore di un propofto feno iperbolico = x. 
A quello oggetto prendo fra le formole dei fettori iperbolici del num. in. la for- 
inola IV. data per Fabfciflà prefa fu l’alTe coniugato, la quale abfcifla xè eguale 

~ a 1 d x 1 

al feno iperbolico , e la formola è la feguente , che divido per — « , 


yaa-i-xx 


ad x 


della qual formola l’integrale, cioè ^ 


2 
ad x 

yaa-hxx ' 


con che ne viene 

yaa-t-xx 

che faccio — u, è un logaritmo del fillema trattato al num. it2., per cui vo- 
glio data la fèrie efprimente il feno iperbolico —x. Dilpongo la detta formola 


cosi a d 


« v-=l= 


e riduco in ferie il fattore 




con che ritro- 


vo 


x* 

2tf J 




iba” 


35 ** 


— ec. 


^ a 1 -4- x* a za 1 ' 1 6a” ' I28* 5 

e moltiplicando P uno , e F altro membro dì quella equazione per a d x , 

S ad x x* 

. 1 z= u = x 


3 «* 

& j. a* 


5 * 7 


16. 7. a 4 


V a* +- .Y l 

128. 9. a* 

N 2 


2. 3. a* 

ec. Ora che fi ha F equazio- 
ne 
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ne » = x — 


3* 1 


5* 7 


2. J. «' . 8. J. a* 


1(5. 7. a’ 


-f- ec. fi trovi col metodo del 


jregrelfo delle ferie efpofto all’ Art. IV. Capo V. Tomo IL il valore di x efpreflò 
da una ferie data per u , e in quello modo fi avrà con una ferie il valore del 
feno iperbolico — x . Prevalendoli adunque della forinola generale n num. 898. 


Tomo IL, e in ella facendo 4 = 1, bzz o, t=- 


2. 3. « 


7 , d~o , e = 


- — - ec: 1 , jr=o, f — o , t=o ec., fi otterrà x — u -q — - — 

8. 5. a* 6. a 1 


»s 


laoa-* 


ec. , che è la ferie cercata , la quale dà il valore del feno iperbolico 


— x . Egualmente fi operi per trovare con una ferie il valore del colòno iperbo- 
lico , delu tangente, e della cotangente. 

120. Prima dì paifere alle formole dipendenti dalla quadratura del circolo 
foggi ungerò per ultimo le formole, che danno archi iperbolici. Se pertanto fi di- 
rà al Polito AC = a,CP = x, farà PM = V xi — fi fi ; Pp = M n =z d x; 
xd x 

N» = - ; e poiché il triangolo MN» è rettangolo ; fi ha 


^ xx — fi a 




X 1 d X 


ix •Jix'' fifi 


xx — a* 


yj xx — 44 


, confeguentemente I* are» 


s 


ix\j Z X 1 4* 


AM 

y 1 xx — «4 

x prefa dal centro deil’iperbola fu Palle tranfverfo. 


, la qual formola dell’arco A M è data per P abfci Ila 


12 le Poiché con dire PM — y é CP = yj yy aa y on ^ c fi ha Pp = 

1 *y 


:, ed Nn:=:/y, ferà MN =: Y^ d y 

y/jy +fifi 


» j „ - dyVKi 1 -+- 4 1 
y + J ■ 


yy -t-** )/yj-t~a* 


e C. ^ l 1 y/*y -l- j a fomiola dell’ arco AM dato per l’ordinata. 
yj yy fifa <• 

122. Che fe l’abfcifla non comincierà dal centro, ma dal vertice dell’ iper- 
bola , e per 6 fia A P = x , PM -cz. yjmx , ferà P p — d x , N» ~ 


nix 
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idi 


. y' 1 a -f- x‘ X * * 

,edMN= 4 x — = 




for- 


ttdx 4 - xdx 
•Jxax +- xx 

dxV ix 2 +T^~~ . Quindi C ** V~x' -»• 4 «_* t * é la 
i/~*x -+- xx \/iax+xx 

mola dell’ arco A M dato per P abfcilfa prefa dal vertice dell’ iperboli fu Paffe 
tranfverfo . 

I2g. Prendendo fu Palle coniugato l’abfcifla CL = x, farà LM = 

xdx 

y/xx+aa ; U=Ma = d x; a N — ■■ ; ed M N 


r 


yxx-+- a <J 


d x 


d x y/ix 1 4 - «* 


xx-j-a* 


Onde 


s 


dx^lX 1 ■+■ a 2 


è la for- 


^xx-t-aa y’xx-j-aa 

Y V^2Y 2 — 

• — 1 * 

m. Prendendo Pabfciffa CW = * fu l’afintoto CX, farà 1 » corrifpon- 
i_ 4 i — a 1 dx 

dente ordinata V/ = — ; 1’ elemento WV = ^; e/=- * : 


Dunque perchè /è 


_ x (/" 4 


i — a+ “j — » *+- , “ x 

«|/^r*+7r*,fiba/fc=i - 

p * y/\ d4 + *‘ ,, , 

. ; e in confeguenaa Vy ' la ’ 0: 


L *+ 4 - x* 


mola dell’arco A / dato per P abfcilTa prefa fu Pafintoto. 

,26. Se la forinola dell’arco AM fi vorrà data per la tangente AB=x,fi 
dica CP = t, e la fimilitudine de’ triangoli CAB, CP.M darà CA: AB:: CP: 

P M, cioè in termini analitici a: x:: z.: ^ z z — «* i da cui fi ricava x t> = 


ay’ZiZi — au y e z = 


a* a*x d x , — 

; dt, — ■ - r — -= 1 yaz 1 — a* = 

y«« — xx •* — *’!/*> x 


1 / 
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2 * 4 ,1 X* <*V al +-x*. — j J 

* •/a 1 — x* V ** — x* 




_ : Che però foftituendo quelli valori di di, 


\/— 

f iTT?-^ 

di </ii l — a*, e di V 1 * — a 1 nella forinola C v'** 1 — «* t c j, e j- pe j 

•J* «/z, 1 — a* 


num. 


ira ] dà l’arco AM, fi avrà finalmente \. 


s 


Vi 1 — ** 

___*Vxrfx v/aV fll +* -1 
x’^/a* — x~ A V-’ — x* 


Va 1 — x* 


S a 1 d x V 4 * -I- x 1 

• : i... , che è la formola del detto arco A M dato per la 

a 1 — x*y a 1 — x l 

tangente • 

117. Se fi prenderà la cotangente DE=*, fi arriverà con una operazione 
confi mite facendo ufo dei triangoli Umili CLM, CDE alla formola 


S M 1 dx 1/ /f 2 4- X* 

. — — — , che efibifce l’arco AM dato per la cotangente. 

*>— ,'V^_ 4 > 


128. Con altre forinole ancora fi può avere efpreflo l’arco iperbolico, fecon- 
do che fu d’altre linee fi prende la variabile x: Per efempio effondo condotta al 
vertice dell’ ipetboia la tangente BC, fe dal centTO A [ Fig. 6 .) fi tirerà a quella 
tangente una qualunque retta AC, che fi dica = x, la formola elpriraente l’arco 

BE farà Q. f x ^ a * Colla retta AE (1 divida per metà Pangolo BAC fatto 

2 V xx — «« 

comunque dalla retta AC coll’ a Uè tranfverfo; Effendo retto l’angolo ABC, è per- 
ciò BC — V xx — uà, e perchè l’angolo CAB è divifo per metà dalla retta 
AE , fi ha f pel num. 293. Tomo 111.) AC:AB::DC: DB, e (pel num. 521. To- 
mo 1. ) AC 4- AB: AB : : DC 4- DB : DB , cioè in termini analitici 


. / 7.. T-»D a \Zxx~aa 

a + x\ a :;y x x — aa: DB zz I 

a-t-x 


a s/ xx — a a 

V»+xX v a +- x 


M 
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* V * — * _____ 

' ■ ■ . " • Si chiami ora AFc=», onde farà FE -=z>Jx% — g* : La fimilitudine 

V* +- « 

poi de’ triangoli ABD, AFE fommimftra AB: BD:: AF: FE, cioè in termini ana- 
litici « : _ d .. f- : : s : y se* — u* , da cui fi ottiene y ix, — aa — 

vx+* 

1 mediante la quale equazione fi ritrova * — AF= V ** ■+■ a * u es j 
V x -t-a a 

| Avendofi pertanto i valori di AF, c di FE 

2 

dati per AC , fi differenzi l’uno, e l’altro, e con ciò fi troverà 

nix aix 

F/— ; — , N» ~ — : z_: 1 ; quindi EN ss 

A* 


FE =r y *s — m 


z y 1 y a 1 -+• ax 


Vi / 1 ^ ax — a* 


dato 


|/ «’ i x ^ a 1 4x \/ 1 fya*x rf x 

| 8 X - *-*- a * ’ 8 X a * — ‘ •* j Ò4X « l + a *X iue ~' •* 

|/ «x J * 1 ixy/ax AJ „ fs ixy/7Z 

= . Adunque l’arco BE= X. — ■ 

4 X ** — * 1 2 v'* 1 — «* . w 2y** — 

per la variabile AC— ar. E qui fi offerti, che eBèndo AE = ]/a g * f t * 
— Y ■+• = V**» bttt fi vede, che la retta AE è media 

I 2 2 

proporzionale tra AB, AC. Che fé dal vertice B deli* iperbela fi condurrà alla 
reità AC la normale BL, indi fi chiami AL=x, mediante la limilitudine de’triao- 
«. goli ABC, ALB, fi avrà AL:AB : : A B ; AC, cioè in termini analitici 

4 » 

x: m : : a: AC = — : Che però fe nella precedente formo!» 

X s 

S i x y/ a x a* 

— 1 : fi folticuirà — in luogo di x. cfà fi cambierà in 

• . zyx 1 -** x 


S 


— a'ix^x 


axyxy * 1 — x* 


, che è la forinola deiT arco BE dato pei la variabile AL. 


ET c* 
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D’eeual maniera fi operi rifpetto a qualfivoglia altra linea, che prender fi voglia 
oer variabile, per la quale oebba e (Ter data la forinola dell’ arco. 

l’o. Palliamo adelfo alle formole, che dipendono dalla quadratura del circo- 
lo. Sia dato il circolo AGCE ( Fig. l.J, il di cui raggio FA fi faccia =a, e de 
abfcilTe incomincino dal centro F, onde fia FP.=x, nel qual cafo la cornfpon- 

dentc ordinata I’H (ari = yfua—xx. Conducendofi pertanto la pb infinicaraett- 
te prclfima all’ ordioata PH , farà Pp=dx, e dxy/au - ** eguale all’area infi- 
nitamente piccola HPpb, e in confeguenza S- J * V « — ** eguale all’ area 
F G H P 

IJO. Per avere 1 ’ efpreflione analitica di quello integrale fi oflervi , che l’area 
FGHP è eguale al triangolo FHP più il Lettore GFH; Ma il triangolo FHP è 

_ X v ! jg — xx e .[ p cttorc Qpiq i — ; [ Con dire l’arco GH=a] : dun- 

a a 

* , , 

- — x \J a* — xx ttm 

que S- dx\J at—xx — t* l • 

i ? j. Per trovare poi la lunghezza dell' arco i* , di cui è dato il numero de 
gradi, fi trovi primieramente la circonferenza del circolo, il di cui raggio porgo 

—r facendo m: ZtS : : r: valore cercato delia circonferenza; pofcia chia- 

mando — « il dato numero de’ gradi, fi faccia j< 5 o° : h :: — : — lun * 

gbezza dell 1 arco propofto. 

. r\ — j 1 <fy 

... La formola di quell’ area data per l’ ordinara PH=j è V. • , 

i U ^aa—yy 

yX-jfy _ — ? J y _ 


poiché è FP=V«< — yy > — 


-yly 


: ì e 


y/au—yy y/“>—yj V" 1 — 07 

— y' ^y yV jii ~ yy 

■ — ~ — : “ 

yy 

4- , am . — all’area GFPH data per l’ordinata. 

133. Volendoli la formola dell’area HPC data per l’abfcifla FP — x , fi tro- 
verà e fiere S dxyj ni — xx > mentre eflèndo FParx, è PH = y*<i— xx. 

PC— t— x, il di cui differenziale è — dx, quindi — dxy/uu—xx è 1 ’ elemen- 
to dell’area HPC; e però HPC = S— dx V aii — xx = [e° n chiamare l’arco 
• HC 
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u _ (ttH X V XX 

HG = ip*] — - , perchè Parca HPC è eguale al fertore HFG 


meno il triangolo FHP. La Beffa area data per I’ ordinata viene elprcfTa 

dalla formda Q. — ■ — ■ SUL _ . 2 '/““ M . 

Vat—yy 1 3 . 

134. Se i’ abfcilTa non comincierà dal centro , ma dall’ eftreraità A del diame- 
tro, con dire AD — x, farà DB=^2«x — xx; Dd = dx, e DBW — 


a m * 4 -x \/iax—xx 


dx^iax — xx : Onde ABD = £• d* Vi«x — x * — — 

c con dire l’arco AB=rm), perchè l’area A DB è eguale al Lettore Affi meno 3 
triangolo FKD, la di cui bafe DF è — « — x. 

IJJ- Di quell’ area poi la formola data per l’ordinata DB— j è Q. -~~~ 


yaa—yy 


— an> — -7^'* — yy 
a a 

135 Se li vorrà la formola dell’ area BDFG data per P abfcilTa AD^zrx , fi 
troverà e fière $. — dx yiux— xx , poiché è FD=«— x , il di cui differenziale 
* — Jx > e DB = y' iux — xx; quindi BDdt ~ — dxtfiax—xx , c l’area BDFG 

~ S’ dx^mx — xx = [con dire l'arco BG— * 1 ] ■+■ 1 — 1. ~ XÌ L , Di que- 

fio fteflb fpazio la formola data per l’ordinata DB=y é Q. ——===, mentre 

'J yfaa—yy 

eflèndo FD = « — x, ed x—a 4-1/ a x — jr 2 , fi ha FD — — v' a* — j 1 - 

137. Cerchiamo adelfo Ja formola dell’area FGC ( Fig. 7. ~y data per la tan- 
gente C D— x : Stante la limilitudine de’ triangoli ADC, AGF ii ha 

¥ —— — — 

AC : CD ; : AF : FG , cioè m termini analitici (con dire AF=x) a :x::z>:^ * l * 2 , 

da cui fi ricava il valore di *, che è z— ** 


M*xdx - CtX 

dx >— — : — : In oltre fi ha v" <*' — ** = — ■ Se petto a- 

a'fx 1 V«‘+a’ ya 2 -f-x 2 


— j il di cui differenziale è 

VV 4- x 2 ' . » 

' • t ' 

t TX 


Tomo Vi. 


to 
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to nella formola g. — <*« — **> che il num - >?1* '* «kre dell’arca 

FGC , fi foftituiranno i ritrovati valori di dz. t e di yV — ** , fi avrà FGC == 

S si 1 xJx y <* __ Q g'x'Jx __ j*«_ _ 

v'* 1 4 - ^ +** * z * x * , +* 1 . 

ycrchè l’area CGE è = al lettore GAG meno il triangolo AGF, la di cui bafe 


ax 


AF è — r .~ e T altezza FG è =. 

ijS. Che fe i ritrovati: vaiorii di sCz, e di ^ si 1 — a. 1 fi foftituiranno nella 

forinola S- Jz, i/*a—zA ,, fi avrà la formola detto fpawo ABGF, che è 

r V * x ■■ - e. -* 1 -- - = (con dire l’arco BG 

O * x +x? \f* x -i-x 1 '' Va* -è-x* a 1 ■+■ ** 

am a ì x 

— ■+■ ■ • 

* aX^+x» 

t j* Ma perchè Io Ipazio BGH è — allo fpaxio ABGF meno it rettangolo 
a*x _ a t x , Jx * , x 

AHGF = -r- — r-, perciò l* area BGH è = S* — ===» “ * 

x*-t-x* ,r * «‘+X* « -fx 


la quale quantità differenziata divtìita. — 


x»xV* 


a 5 </ x Xa^-t-x 1 -+-2 « J xVx 


j cioè 


h x 
a*x x i x 
a* 4- x* S 


a* /x+jW* 


a’ rfx 


x 1 -fr- x 1 

#5 ^ * % 

-■ — , e in conftguenza BGH = S* 

x* -h x l * • x l -t- x v 


BG=i "3 — — - 

à 


x“ -t- x 1 


-* = [ con dire l’ arco 


140. E ficcome la retta CD è la cotangente dell’arco BG* che termina lo 

a’ tx 

:» • 


fpazia HGB > dì cui la formola data pei CD li è trovata eflèrc $. • 


df» 1 


per- 
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perciò quella è la forinola dell’area circolare data per la coungente. Lo fteflb fi 

dica della precedente forinola S- t trovata al nurn. 139. 

-+- x* 

x 4 t. Per avere la forinola dell’arca FGC data per la fecante AD— x dell’ ar- 
co GC, da cui viene terminata, fi olfervi, che la fimilirudine de’triangoli ACD, 
AFG foni minili ri aC-iAD:: AF : AG, cioè in termini analitici (con fare 

AF=z) a : m : : a :a, da cui fi ottiene s>— — ; it, — — .» 

x x* v 


.3 b i 


= ~ y* 1 — a *; Che però lòHituendo quelli valori di » fc , e di y a* _ *« nella 


formola S — i?*ya*— •&*, che pel nurn. 13$. efibifee Parca CGF data per l’ab- 


fcilfa AF, fi avrà 


s 


a 3 d x y/ x l — a* 


= ( con fare l’ateo CC = « ) 


* m a 3 y/ xx — < 


» 2X* 

dello fpazio FGC dato per la fecante AD. 


poiché FGC— GAC — AGF, che è la cercata formola 


142. Se i ritrovati valori di afe, e di y a‘ — fi foflituirarmo nella formola 


S- d* V** — ** del num. 129., ne verrà g. — ~~ 1,1 = ( CO n di- 

x 3 

re P arco BG =m.) — -t- lì/** ~ a * , che è la forinola dell’area ABGF 
a 2x* 

data per AD: E poiché AD è la cofecante dell’arco BG, da cui è terminata la 

fuddetta area BAFG, perciò g.— ,4 l a f ormo j 4 f„ lz ; 0 

a* 

circolare dato per la cofecante. 

i 4 j. Stante che lo fpazio BGH è =3 allo Spazio ABGF meno di quadrilatero 


AHGF, ed ABGF =S« 


a 3 ìx yj x‘ 


• , e il quadrilatero AHGF — 


M 3 y/xx — a» 


, perciò è BGH — S- 


a' ix yjxx — «a 


«V w* — 


, la 


quale quantità differenziata diventa — 


a* ix y/ xx — aa 


O 2 


a> 
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■* 

H J x’ ix 


y xx — aa 


-I- 2 a 3 x ix y xx — aa 


a } Jxy/ xx — aa 
x 3 


a , x I ix — 2 &dx a^ix 

. — — ) che è la formoli dell’ elemento dell’ 

x 3 i/xx—a* x 3 y xx — aa 


area BGH data per la ADz=x, e però BGH = S 


«5 i X 


x 3 y xx — aa 


— ( con 


fere 1 * arco BC=m) ■ *— — —, poiché 1 ' area BGH è eguale al 

2 IX 

lettore BAG meno il triangolo AGH. Eflcndo poi AD la cofocante dell’arco BG. 

a 3 i x 

dal quale è terminata l’area BGII, perciò anche $. ■ é forinola 

x 3 y — ** 

dello fpaaio circolare dato per la cofocante. 

144. Reftano ora a vederli le forinole , che danno lettori circolari. Cominci 
in primo luogo l’ abfciSà dal centro A, e però fia AF— x, onde làrà FG= 

y a 1 — x*. All’ordinata FG li conduca infinitamente prolfima la fg, così che 
fia Yf—ix. Pollo ciò la limifitudine de’ triangoli AFG, Gag fomminillra quella 

proporzione EG: AG: :ng :Cg, vale a dire in termini analitici y a 1 — x l 

A d X 

: a : : ix : Cg — ■ ■ • , che è 1* efpreflione dell* archetto infinitamente piccolo 

yV-x 1 

ma perchè il prodotto di quell’archetto nella meti del raggio dà il Lettore 

4 \i aix 4 1 ix 

infinitamente piccolo GAg-; dunque — Y — — : 

* ' ' ya 1 — x l 


2 y aa — xx 
a 1 ix 


è la forinola 


è la forinola 


dell’ elemento dd fettore BAG, e in confeguenza V 

^ 2 y«« — xx 

efibentc il fortore BAG dato per I’ abfciflà principiarne dal centro. Qui poi li no- 
ti per Tempre , che 1’ efpreflione analitica degli integrali di quelle formole elibenti 
lettori circolari è il prodotto dell’arco, da cui è terminato il lettore, nella metà 
del raggio. 


14J. Elfcndo AF 2= y «* — y , e però F/= 


_ J<y 


: , le li opere- 


y « — j* 

ri nel modo pur on praticato, li troverà , che la forinola dd fotcore BAG dato 


per 
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*'dy 


lOp 


per l’ordinata EG—y è S. — 

2 y aa — yy 

146. La formola poi del fettore GAC data per PabfcifTa, che incomincia dii 

centro è S* , poiché CF=« — x, il dì cui differenziale è — tix, 

2 y 1 aa — xx • 

S a* d y 

— — — - 
ly/ ga — yy 

147. Se non dal centro, ma dall’eftremità Q^det diametro comincieranno le 


abfciffe, e però fia QP=x, Prf — Ejb = <ò<-, farà PE=ry ’iax—xx, e la fimilitu- 
dine de’ triangoli AEP , Eme elìbirà quefta proporzione EP: AE: : Em : Ee, vale a 

dire in termini analitici y 24 x — xx : a : : i x : E e — — , efpreflìone dell’ 

y — xx 

arco in finite fimo Ee, che moltiplicato per — diventa .. a * x formola delP 

* a ^ lux — xx 

S Q* J 

. j| f et _ 

2 y iax — xx 

tore Q_aE dato per P abfcifla principiante dall’eftremità del diametro. 

148. La formola dello (ledo fettore QAE dato per l’ordina» PE=y è 


S 


'h 


poiché effóndo QJP — a — y a* — j 1 , é P d ~ 


_ _ 2 J_J 


2 y uà — yy y«> — y 

149. La formola poi del fettore EaB data per P ablciffa é 

4 * (f X 

S- — • , perché AP— 4 — x, e in confogueraa P d=z — ix\ e data 


a' dy 


1 y lux — xx 

per P ordina» é £. 

* 

150. Palliamo a trovare la formola efibente il valore del fortore CAG dato 
per la tangente CD^rar . Si faccia AF— z., c la fimifitudine de’triangoli ACD , 
AFG fomminiftrcrà AC : AD :: AF : AG, cioè in termini analitici 


* : y aa 4- xx : : a : 4; da cui fi ricava a = 


y A4 4 - XX 


; ir. — — 


a* xd x 


44 -f- XX y 4 1 -p X 1 


e = 


O X 


y 4* + X» 


: . Se pertanto fi foli imi ran- 


no 
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Ilo DEL MODO D’INTEGRARE LE'fORMOLE DIFFERENZIALI ec. 


«*dz 


i (j a Zi 

no quelli valori di iz, e -di yf a 1 — z 1 nella forinola $. . che 

ly'M-a 

pel num. 14 6. dà il valore del fettore GAC, elfa fi cambierà in 
a* xix 


s 


**-(-x* v a* x 


V* 1 +x‘ 


: =s^ 


ix 


aa -f- xx 


== al fettore GAC dato per la tan- 


gente. 


jft. Che fe i detti valori di iz , e di V a* — »* fi folticairanno nell» fot- 

S M % d& 

. ■ — - che pel num. 144- dà il valore del fettore BAG, offa fi 

2 1 ' 


: y a* — zz 


~aUx 


trasformerà in X. — — 3= al fettore BAG dato per CD : Ma CD è la 

yJ aa 4- xx 

cotangente dell’ arco B G , da cui è terminato il fettore BAG. Dunque 


S-- 

\J aa 


— a* ix 


è la formola di un fettore circolare dato per la cotangente. 


aa -+- xx 

152. Quanto alla formola del fettore GaC dato pet la fecante , clfa é 
i-« } i x 

S . > poiché eflèndo la fecante AD=x, e chiamando la AF— * , fi 

xy^xx — aa 

ha [mediante la fimilitudine de’ triangoli ACD, AFG] AC : AD : : AF:AG, vale 

...... . r . a* a* ix 

a dire rn termini analitici a : x : : z : a , da cui fi ricava z =— ; «z= r ; 


,/ z* — Per lo che foftituendo quelli valori di iz, e di 

~ x 

/-> — r a l iz 

y* 1 — z l nella formola X. . che pel num. 1415, efibifee il fettore 

^ 2 y aa — zz 


GAC, eflà fi cambierà nella feguente 
to per la fecante. 


~a> ix 
2. 


= al fettore GAC da- 


x y xx — aa 


iSJ- 
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ut 


xjj. E fe i detti valori di Jx. , e di a' - li fo&tuiranno. nella forinola 

S a* rf* 

■ ■ •» ehc P el nuro - >4+ di il valore del fettore BaG, elfa diverrà 


s- 


2 V a* — s* 

X — tfl i x 
2 


» che è il valore del fettore BAG dato per la cofecante . 
x y xx — m • 

i J4- Per maggior comodo foggi ungerò, per ordii» le formolo delle aree , c dei 
lettori circolari* atnnchè piu fàcilmente fi. poffàn& aver preferiti,. 

Formole efibenti aree circolari coi loro, integrali . 

*.GB 


• . x v" o» — xx 

• xx ~ — ■ .4- 

• a 


I. Jx Sau- 
dita. per I* abfcifla principiante dal centro. 
? Jy — yy 


(Fi £ . i.) — alP area FGHP 


, S . 


«.GH 


v/ •* -j* 

per L’ ordinata.. 


= alt” area FGHP data 


in. 


—Jxy/aa — xx =: — a H — — — ff.= alParea HPC da- 


IV. 


ta per P abfcifla. principiante dal centro 

S y'Jy _ a . HC 
V «* — ■** a 


V **— y 

P ordinata.. 


ai 21 — alParea HPC data per 


i X ^ZMX — XX ~ 




*-b X \/zax — xx 

— : = alParea ABD 


VI. 


1 a 

data per P abfcifTa principiante dalPeftremàà A del diamen-o. 

Q. — Jx^iax — xx — -■ ~ B G - -f. a — x y/iax—xx — jjp- arfa 

* 2 
BDFG data per Pabfciffa principiante dalPeftremità A del diametro.. 
r a'x'Jx r.GC Mix 

1 J- = — :\ y -r— , 7> = all’area FGC 


1 ■+■ x* a 

data per la tangente . 


JX«‘ + ** 


Vili 
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112 DEL MODO D’INTEGRARE LE FORMOLE DIFFERENZIALI ec. 
* 5 x* dx 


S u> x nx * • c 

. - .. = — T" 

data per la cotangente. 

«5 d x « • B G 


<.EG *’* 

+ 


■=. all’ area A B G F 


2 X a 1 •+• x 1 


IX. 


S a’ rf x « ■ « *’ x a lj, 

~ 7+7"' 1 2 


' area BGH da- 


ta per la cotangente. 


v p a} ixyj xx - a* __ «■<!£. _ «V**- «* _ aIP are4 FCC Ja . 

X J ** 

ta per la fecante. 

VI C a’Jxy XX -T* jrBG_ ayxx- aa _ ^ area 

X1, J‘ xi 2X* 

ABGF data per la cofecante. , 

Jlll = a :±2- _ = aU . ra , BGH 


XIL 


S «> « X 

x* <J xx — aa 


I y/ xx — aa * 2* 

data per la cofecante . 

Forinole efibcnti fettori circolari. 


a* dx 


a. BG 


— al fettore BAG dato per l’abfcifla prin- 


x ~J 2 \/ a a — xx 

cipiante dal cenno. 

12 C, _ * _j* — , * ‘ B = al fettore BAG dato per l’ordinata. 

2 x/ aa — ) 


III. 


S-'-T 

I 

,v S- 


y/aa—M 

a 1 dx a . G C 


= al fettore GAC dato per 1’ abfciflfa 


\/ «a — xx 
principiante dal centro. 

a'd y a . G C 


2y/a*r-xi 


p a 1 dx 
^ 2 \J lux — xx 


i 

a.Q E 


_ a i fettore GAC dato per l’ordinata. 


— a j fettore Q^AE dato per 1’ abfcifla, 


che principia dall 7 eftremità Q^del diametro. 

VI C = . 1' 9 E * al fettore QA E dato per Tordinata , 

^2 tJuu — ijr 


VII. 
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= al fectoze EAB dato per l’abfcifTa 


principiante dall* eftrernità Q^del diametro . 


~a>Jx 


aa ■+• xx 


t.CC 


= al fettore GAC dato per la tangente. 


Q — - 

\J aa 


~a*dx 


a. BG 


= ~ al Lettore BAG dato per la cotangente. 


— a } d x 


■v C 2 a ■ GC 

A. s.. = = al Lettore GAC dato per la fecante. 

x ^ xx — aa 2 

S ì -* 3 i x 

^ tf.BG * 

• — : =r == al fettore BAG dato j>er la coiecante* 

xy/xx — aa z 

it;. Colle forinole delle aree, e dei Lettori circolari abbiatn trovate ancora 
le efpreffioni analitiche de' loro integrali : Ma quelli integrali Li poffono trovare 
in oltre col mezzo delle ferie. Quantunque dalle eccè dette ai num. iig. , t14.ee. 
rilevar fi poffà abballanza il modo d’ operate, che in tal calo ufar fi deve , nien- 
te di meno ommeteer non voglio per maggior chiarezza alcuni efempj . Si debba 
in pruno luogo trovar con una ferie 1’ integrale della foratola differenziale 

d x ij aa — xx del num. 119.. A norma del num. 847. Tomo II. fi rifolva in 

una ferie la quantità radicale y' «* — xx , e fi avrà aa — xx — * — 

_ x* ' _' ?** 3.5. *■ yt. x'° 

za 2. 4. « 3 2. 4. 6. * 3 — a. 4. 6. 8. a ' ~ 2. 4.6.8. ~ ec ‘ Sl mo1 ' 

tiplichi adelfo l’uno, e P altro membro (S quella eqeazione per dx, pofeia G 

palli all’ integrazione, e ne verrà S- dx j aa — xx = ax — _ __ 

a. J.« 


a- 4 - 5 -* 5 2. 4.6. 7. * 3 2.4.6. U.?.* 7 2.4.6.8.20.11.*’ v *" ’ 

che 4 la fèrie, da cui viene efprefio l'integrale cercato. 

Cerchiamo in fecóndo luogo e fp re fio da «na ferie l’ intestale della f or- 


li * T 

2. 4. 6. 7. * s 


3 -S* 9 

2.4. 6. 8. 9. a 7 


3 - 7 - 


'integrale della For- 


Temo VI. 
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/ ij 


— del oum. 132.. Si difponga e fifa coli 


BU- 


mola differenziale 

X i A r 

— ■■ , e fi rifolva ia una Iène il fattore — ■ Piufla il 

\'a l — jr l _ Va 1 — j*- 

mer. 849., e ne verri — - ■ * — - — 4- 2 .. 4- JLZl -4- ^ 

y/a'—y'- 2 lai a4S 1647 1 28 a* 

+ ec. = j- 4- 2 L. 4. — -ì ^' yf -4- ec. Si moltiplichi per — *V* 

l’uno, c T altra membro di quefta equazione, poi fc ne prenda P integrale, e fi 

.y lJ y — __2i 2l * y 7 _ ?• i-y 

•Jan—yy l* 2 . 5.41 2 . 4 . 7.45 2 ^.( 5 .^,^? ’ 

lo che fi cercava. 

15,7. In terzo luogo debbafi efibire con una fèrie T integrale della forinola 


avra 


*s- 


differenziale ix <J xax— xx deL num. 134.. Si rifclva in fèrie la quantità radicale 


^lax—xtc, «ducendola prima a quefta forma — — , e fvolgcndo 


in ferie la quantità t ?L , ne verrà ^nx — xx — ^ìaxY t * _ 

2* A 2« — 


V 2 (X. 


( , * *• I I ** X I ? X* \ . 

\ 2 24 2 4 ‘ 44 ; 2 4 ‘ 6 ‘ 8* 1 ) S m 

Sa il num. 848. Tomo IL Quindi moltiplicando per ix , e integrando fi ottiene 


finalmente 


te g. dx \fZMX — XK = dlt.( — x — 2-, i.. * — 

V J 2 S 24 

z t 

a 1 . 

*_ 1 2_ x _i_ » ì. ì. 2L ec \ 

*** 4 * 7 * 4 *‘ 2* * 4 * * 9 l" 4 * *„ * 

ij& Debbafi in quarto luogo trovare con una fèrie l’integrale della formo- 

X 1 dx V A 1 

I* differenziale T » che difpongo cosi 4»x*i ix Y ■ ■ - . Col metodo 

4 * 4 - x 1 Ag* -j- x 1 1 


Digitized by Google 



CAPO J. ARIICOLO 1 IL 

ft 

del num. 830. Tomo li. fi ri Col va in una ferie la quantici — 




1 e nc vet- 


ri- 


_r_ 2 x l 3 se* 4 x f 

a \ a 6 ~ t "jnT rc * > P°fci* fi moltiplichi 1’ uno , 


«* +• re 1 

e l’altro membro di quella equazione per «J x'dx, e fe ne prenda l'integrale, 


!* 7 


4*’ 


lo che fatto fi avrà C. -■ * d * _ = *± — il L + ' - ■ 

J + / * . j«i 745 547 ’ 

che è la ferie cercata. 

1 Op fra, ]do collo ftelfo metodo fu di qualunque altra formola dipendente 
dei creolo, fe ne troverà efprelTo da una ferie il di lei integra' 

r'rrS^ a ra ?° ! farà *’ a ferie l*area del quadrante del circolo ; 

Come per elempro la ferie del num. .55. con fere xJa diventa 

, 1,1 I 

_4 ~ - a — — __ 4 » _ ec<) j a q Ua k; <jà va lore deli’ area del 

3“!f“5|, e ** circolo, ed è la medefima trovata in altra maniera a! num. 301. 
va ri— ri À il ^' CCOD,e forinole trovate hanno tutte diverfe forma a motivo della 
è n fri'!' lnt , e ’ f “ CUI fi . 1 P« n de la variabile, in quanto che cioè la variabile 
e C ° r cc ^ no > 0 ,1 / eno verfo, o la tangente, o la cotangente, o la 
defim- fi°ri a co tcance > ccsì divede pure tra loro nfultano le ferie, die dalle me- 

femmini* “T°‘ Ca j l f ^ er ? ^ ue ® e ferie ’ quantunque fotto diveifa efprellione , 
lommimftrano 1 area del quadrante del circolo, allorché fi fe *-4. ’ 

1O0. Non trafeunam d' oflervare, che al num. 154. Forinola 1. fi è trovato 

S. —xx — * yg - 


a. GH 


x i/»a — xx 


r S poichi Cpd nDm - *«■) ~ - G z H — r : Ma 

fe foffi: accaduto cp incontrar quella formola fenza riconolcerla dipendeocTdalIa oua 
dra ura del creolo, con prevalerti della forinola generale i. «lei 
durla all integrazione, fi farebbe non offerite ottenuto lo flelTo intcgrale^Dr fatto 
nella detta formola 1. del num. 49 . fi feccia t~i , <« ~ i ‘ 

• — — *— 2, e con ciò effe fi cambierà in g. dx yVa — xx — 

X y/au ~ XX 4 1 P dx 

i 2 ^). . — > cl,e * *° integrale già in altro modo 

yfe * — xx 

trovato. Lo (ledo fi dica delle altre fu (Tegnenti formole. 

ifii. Volendofi l’ integrale della precedente formola dx yfe 1 — *> allorché è 


P 2 


*=1 


Digitized by Google 
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— a* r\ . fa r 

x~a , fi trova $. dx y<w — xx — — s. o lia = 

y 'au — xx 


;~s 


ttdx 


I- 


y<ia — xx 


E di fatto qualora fi prenda xzza, la forinola 


5. dx y.w — xx efibifce l’area del quadrante BAC [Fig. 7.], la qual pure ci 

adx 


vien data dalla forrnola — Q 

•. 1 y*a — xx 

adx 


nella (iella ipotefi di x zjz a , mentre la 


forinola C " x . . è 


all’arco BC, clic è la quarta parte della periferia, 


* y/jn — xx 


cioè ~ — , eoo chiamare la periferia = C . Nell' ipotefi pertanto di x=/t ellen- 
4 

a ^ ai * _ s’ 

do Q. dx <Ja» — xx — s. , o fia (con fare <— r) 

2 y«* — xx 

S /x ^ dx c C - 

■^S’ e S:frS = ♦ •- = 


2. S, dx y » — xx 


4 

1 


2. g. dx y I — xx. Ma (pel num. j<5.) 2. g. dx yr — xx = 

2. 2. 4. 4. 6 . 6 . 8. 8. io. io. ec _ C 2. 2. 4, 4. 6 . 6 . 8. 81 ■ .! 

*• 3- 3- ?• 5- 7 9 - 9 - **• e& 4 *• 3* 3* S- 5- 7-7- 9- 

e C = 4. a - 2l 4- 4 6- 6. 8. 8. I0 l_ 1 _ c _ c 5i — , dal qual prodotto d’ infiniti fat- 
1. 3. 3. j. 5. 7. 7. 9. 9. 11. ec. 

tori viene efpreffh la periferia del circolo. 

iOi- Nello fteflò modo , che a norma dei num. 5 A 1 } 57., 58. fi è eQireffo 


con un, prodotto d’ infiniti fattori l’ integrale della forinola 5. dx y 1 — xx, così 
pure, quando fi voglia fi pofiòno efprimerc gli integrali delle altre forinole dipen- 
denti dalla quadratura del circolo. 

1Ó3. Nel cercare le formole , che danno fettori circolari , fi fono trovate nel 
tempo fielTo le formole, che danno archi di cerchio . Le metterò qui tutte per 
ordine, acciò per qualunque bifogno fi pollina aver fotta agli occhi. 


For- 
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• . I * 

Forinole efibenti archi di cerchio. Fig. 7. 


*17 


S adx 

± ■ eguale a un’ arco di cerchio dato per t abfulli T che princi- 

— x* . 

pia dal centro. ' ‘ ■ 

S adj 

+ - ■ eguale a un’ arco di cerchio dato per 1’ ordinata , o fia pef 


v «— xf 


feno. 


S adx 

■ eguale a un’arco di cerchio dato per F abfciflà, che princi- 
' y'iax — xx 

pia dall’eftremità del diametro .. 

S i ridx 

uà ■+■ xx e 2 ua k a un ’ a,Co “ cerchio dato per k tangente. 


V. 

VL 

vu, 


a 3 dx 


%-T 

$ 

•s. 




-I eguale a un’arco dì cerchio dato per la cotangente. 


. eguale a un’arco di cerchio dato per la fecante. 
x \Jxx 0# \ 


■ I 


a x dx 


eguale a un’ arco di cerchio dato per tà eofecante. 


X y/xX — M 

A R T I C O L .O IV. 

Detta maniera di ridurre aW integrazione te fra rioni razionali. 

.... i 

164. T)Er procedere colla maggior potCbile chiarezza, e ordine diftinguo le fra- 
1 zioni razionali in tre dalli. Nella prima elafe colloco tutte quelle fra- 
zionr, il di cui denominatore è incompleffo , qualunque fia la poterti, cui trovati 
elevata la variabile , che è in tale denominatore . Alla feconda dalle richiamo tut- 

, ax’dx 

te quelle frazioni’, le quali cadon fotte quefla forma • — , comunque gì* 

efponenti p , n lìano politivi, o negativi, o pure cadono lòtto quefF altra forma 

nx r dx 

■ — =1. , comunque fia potiti vo, o negativo Pefbonentc ». Finalmente al- 
hx*"+cx‘- H* 
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li* DEL MODO D’INTEGRARE LE PORMOLE DIFFERENZIA LI ec. 


la terza clafTe rimetto tutte quelle frazioni , cui manca il carattere delle due pre- 
cedenti dadi. Cominciamo dalla prima dalie. „ 

165. Qualora la forinola differenziale razionale fratta da integrarli i tale, 
che abbia per denominatore un fol termine, in cui entri la variabile, altrimenti 
( giuda il num. io. ) non avrebbe elTa luogo tra le forinole fratte, fi riduce con 
tutta faciliti all’integrazione, facendo pallate la variabile in numeratore a norma 
del num. 104. Tomo II., indi integrandola col canone del num. 12.. Per riempio 

4” x'dx 

c (Tendo propella da integrarli la forinola — ; — , fi riduca erta primieramente 


alla feguente forma — x' — ’dx , pofeia fc ne prenda P integrale colla regola del 


- V —’ 4 

4” « 

num. 12., e fi avrà S- — = — ; ; — 

0 a f — «4-t 


4"x'+- 1 


4 X t — * +■ t • X* 


-f- A, 


bx > — 'Jx 

Parimente l’integrale della formola — ; ; ; , che difpongo cosi 


bxf—^-Jx è 4x*— 


ax * — ex* -4- ex" 
' 4x* 


‘-‘ + e r-n p-*X*-*-*-*X*’ 

graie della formola f x ^ x + /^ x j eguale a quelle tre 

bx'ix 


+ A. Così V inte- 


«x* — ex 3 

. ? ^ 

~ + ai-ex* ' e che IÌduC0 alU ft S Uen “ { ° mi 


bx'dx fx 'Jx ^ gx~ f dx tx ì / 


— * — ‘ — c ?X«- f — iX« — c 

A. Finalmente dovendoli ridurre all’ integrazione la formola 


4dx X x ” -+- a’ 
ex 3 


, fi inalzi in primo luogo alla poterti « il binomio x* ■+■ 


a", di cui ciafcun termine fi moltiplichi per bix , e fi divida per cx f , o pure fi 
moltiplichi per ix ’dx, c fi divida per e, io che fatto ne verrà 


4x r dx X x" -+- 


b tib - 

= 7 X— — ’dx ■+- 7 «"x* x — »dx -4- 


"X 
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mYn — iY« — ». b 

'l ì- 


— »— 'ix -f- 


». 


ì- e 


119 

'<6f-p.ec, 


però S. 


ix-'JxXx m ■+■ «" _ tx"»— '+• « 


C . f X «'•—?+! 

bA*“x" »+ > » X «^T. *■ «*•*■* * r= » — *+• * 


fX*X M -'i — «-+-I , - ì - t X*X*-J-!+i 

"X »— 1 X 1 » — »■ A x*~s — »H 


-t- ec. -f- A . 


»• 2* e X m X n J — 3 •+• I 




■"-i-hX'*’ 

>X ba lm x m X -T+- 1 


«1 Aa’"*" 

*X»-i — 3 +*X c * f 

*|* cc* -f" A » 


*X»-l-?-HXl.2.« f 

lòfi. Veniamo ai modo d’integrare le foratole differenziali mionali fratte, 
che appartengono alla feconda claffc. Per ifcorgete addirkura qual eflfci debba il 
loro integrale, la maniera più comoda è di prevalerfi delle forinole generali del 
num. 29. . Siccome però per ridurle ali* ufo di quede forinole fratte è d’uopo far. 
ci qualche mutazione, la quale viene originata dagli efponenti negativi; quindi 
dalle accennate dedurrò le tre foglienti, che ballar poflòno al bifògno . 


C "~' Jx _ — x ' 

O- bx" c* /+ 1 m A Xfoc"+c’ 
~~'ix 


II. _ 

O *£= -+- £* , ~ 1 ~~ 


n—m X bx’‘-t-(' 


» Q x'—'ix 

p b J'Ax-+e' ' 

x»- Vx 
Ax^-hc 1 '* 


m . p — 1 . tr 


s 


UL 


S Ae 
* jc’’-»-#- 1 

S- , 

*-+--XAx"’4-c* ' 

167. Qualora pertanto occorrano da integrarli foratore differenziali, che 


I 


X**- -r <’ 


■f-t- • 


p. ». b „ x" 


f. n. b 


ix 


ca- 


dano 
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nano fono funaio faina forma di qeefte due generali 
ax r ix 


ax f dx 


bx'+c 

, fi faccia ufo delle precedenti formule nella ftcfsa maniera 

bx l -+- ex 4- e 

praticata al num. 29., e ai num, jo. ec. . Qui poi fi ofservi in primo luogo, che 
le formole, le quali fi riportano alla formola generale devon- 


bx 1 4- cjr 4- 


fi prima ridurre alla forma della formola generale 


ax r dx 


;»• nella maniera, che 


bx m 4-c 

or ora dirò: Si rilevi in fecondo luogo , che fe la formola da integrarli avrà inte- 
grale algebraico, efto fi troverà colf’ ajuto delle accennare (orinole, ma fe non io 
avrà, dopo aver ottenuto per mezzo delle forinole generali alcuni termini alge- 
braici, rerterà per ultimo un termine affetto dal fegno d’inregrazioiie, e quello o 
fi ravviferà a prima villa dipendere da qualche quadratura, o nò: Se per fe ftefso 
fi maniferterà dipendere dalla quadratura del circolo, o delPiperbola, fe nc potrà 
torto prendere l’ integrile mediante le cofe dette al preced. Art. 111 . : Se poi farà 
tale, che non fe ne fappia fcuoprir l’integrale, fi palserà a cercarlo nel modo, 
che nc’ ieguenti efempj efporrò. Prima però di proceder più oltre non trafeurerò 
di far (lettere, che niuna difficoltà invclve l’integrazione di querta forinola gene- 

adx 

Tale ■ «■ , fcuopremlofi abbaflanza gkirta le cofe dette al num. 34. Tomo 

b -b ex 

V. , che il Tuo integrale 1 a rifèrva del cafo , in cui è m= 1] è algebraico, ed è 


nr : Onde fe alf efporrente m fi afsegneranno i fe- 

■ ni . — 1 

in — t . c )( b 4- ex 

guenti valori 1. , a. , 3 , 4- ec. , ne rifultcranno le feguenti forinole coi loro inte- 
si' 


s. 

s 

s. 


adx 


— U b 4- ex 

c 


adx 


b 4- ex 
adx 

b 4- ex 


0 <* 


-f- A 


+• A 


2f X b 4 - ex 


s- 
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lìl 


Q aix 


S aix — a 

' b +- (X 1 


•+• A 


-f- A ec. 


Vt b + c "* 


168. Cominciamo dalle formole, che hanno quella forma generale 


a x* d x 


b x" -i-c 

comunque l’efponente f (ia pofitivo, o negativo . Debbali pertanto trovar P inte- 
x 4 dx 

graie della formola : Si prevalga della formola L facendo in effa 


a + bxx 


m = 2, «ss 3 , p— a, e operando a norma del num. 29. li avrà C 

x) a + bxx 

*’ 3 * ? C' J * 

a. 4 . ? 0. 


2.4. b 1 )( a+-bxx 


a b x x 


4 àX« 4-*xx 

-4- A. Per l’integrale adunque della propolla formola fi ha dopo due termini al- 
gebrici un termine affetto dal Pegno fommatorio , che è Q. — : Ma per 

vj a -h bx l r 

poco , che fi o dèrvi quella formola, fi rileverà , che «Ha è la medefima della IV. 
del num. 163. Hffa adunque dà un arco di cerchio, che chiamo = Q_, e il M g. 

gio del cerchio i — j/£-, e però = j*, il qual arco è dar* 

per la tangente. Ho detto, che il raggio del circolo deve edere \Z\, poiché la 
dx 


formola 


» 1 « 

T dx 

fi riduce ad ; quindi i è = «* della citata for- 

a-t-bx* * . 1 b 

* * 7 -t x x 


> v - « y\ = *; ma la lettera * in quella formola efprimeva il raggio, 

dunque rifperto alla formcla prefentc- il raggio deve edere —ì/^ 1 In oltre la ci- 

» 

• ' * 

Q_ tata 


Tomo VI. 


Digitized by Google 
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tata forinola IV. è moltiplicata per «’ , dunque quella 


h* * 


y -hx x 


dovrebbe efferc 


moltiplicata per —, nu eflèndo moltiplicata foltanto per -j , ben fi vede, che 

e(Ta retta divifa per a, dunque anche l’arco, che effe rapprefenta deve eflèr di- 
vifo per a. Concludiamo pertanto, che il cercato integrale della propofta formo!» 


r* d > 


* + b XX 
* 


r * - 


3 * 


4* X a + b xx 


4&X «+ b x x 1 
+ A, dove la lettera rapprefenta un arco di cerchio dato per 

~a 


2. 4. b 1 

la tangente, e il di cui raggio è — j/^-. 


i 6 g. Debbafi in fecondo luogo trovare 1 ’ integrale di quella forinola 

x' d x p. *’ i x 

- , . Si feccia ufo delia forinola I., c fi avrà S- 4 = - 

x* + ** J *‘ + i' 

x* x’ I 


&X 


6 X **+<•* 


«Xx'+t 1 


-f-A=— 


5- x* — - ir 1 — 7 a* 


+ A . 


170. Sia propella in terzo luogo da integrarfi la formola 


x ì d x 

— s ’ 

X 1 

x 5 d x 


adopri la forinola I, e fatte le neceflarie operazioni fi troverà C. ===» 
x i qx* -,xdx 

3 \ ' * n 9 ue “° inte g ta ' 


2 X * 


2 X * — * 


le fi ba con due termini algebraici un terzo termine affetto del fegno fommato- 
rio , di cui non fi conolce qual elfer debba l’integrale. Ora per Hcuoprirlo fi di- 
vida il numeratore pel denominatore , finché redi una frazione , nel di cui nu- 

S x d x 
•' x a 
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d x -f- 


— j x'-+- 6 L x— i, confeguenteraente il cercato 


X* t - 

integrale è — ^ * • ■+■ } x 4- 6 1. x — 2 4- A. 

1 X * - ' 2 x* — 1 • * 

17 1. L’operazione applicata al terzo termine v. JL del ritrovato 

<J x — 2 

integrale devefi ufare in qualunque altro cafo confimile , allorché cioè retta un 
termine affetto dal Pegno lommatorio , di cui non fi conofce 1’ integrale^ mentre, 
in quello modo mediante la divifione del numeratore pel denaminacore fi Prezzerà 
egli in varj altri termini integrabili algebraicamente , a fiferva d' un Polo , la di 
cui integrazione o immediatamente fi feorgeri dipendere dalla quadratura del cir- 
colo, o pur dell’ iperbola, ovvero fi otterrà a norma delle cole, che circa l’ inte- 
grazione delle forinole differenziali razionali fratte rettane a dirli . 

d x 

172. Sia data in quarto luogo da integrarli la forinola . Per otte- 

v w ! S 

*x*±* 

nere quello integrale fi prevalga della forinola III. , e con di lei mezzo fi avrà 

S d x 1 « 1, 

. s — — - -+* — — - ■ — 

*X * +• * - 4 x X * +• a + . 3. 4. x* X * 4- « ' 

r 1 p d x 

j + 7 + N- ~ r , dove 

2. <5. x* Y *-+-<« 4 x4 X x -<- a u * s 


i.6.x> X * 4 x4 X x -<- a U * ! X*-M 

retta a trovarli i’ integrale di quell’ ultimo termine : Per averlo difpongo quella 
ti x . . « • 

formola cosi — - , indi divido il numeratore pel denominatore fin tanto, che 

ax 5 -t-x 6 


arrivo ad aver per refiduo } e ciò facendo mi trovo avere 

« s X « + * 


S d x 
«x s - 1 - x* 


S A X dx dx a x -a 

‘ ax % <?x* « J x» a*x l * t " u 1 x a -, 


X*+* 


4 « x* 
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del modo d: integrare LE FORMOLE DIFFERENZIALI co 


, 1 _ ! 4- -3— 4- — *1. x — !- I. a+x. Adunque 1* integri. 

ga* x‘ l^x 1 T »*x ^ *' * 

dx 


le cercato è 


s 


V»- 


■ I 


,X X ^ +• * 5 4 *X K-t- « * 

I I 


3 4. X 1 X X + <» * 2 .&x’X *-*-** 4 X X a J 

I I I II, I , — - 

■ . ; - — 1 h — I. x — -Ti. a-f-x A. 

4 a x* + 3 a 1 x* 2 a> x l «* x » ! * 

*7?- Querto (leflò integrale fi poteva ritrovare coll’ aiuto della formola I. 


dx 


174. Cerchiamo per ultimo l’integrale della formola — . — . Servendo- 


xX « 3 -Fx J 

r> J * * _ 

fi della formola III., li ha \ r j — — u — r* "F 

J x X- 3 +x J 2. jx> X- 


Jx ] X a> •+■ X* ' 

Per avere V integrale di quello ter- 


so termine 


d x 

X~+ 

1 a ^ x 

1 . 3 x 6 X aì -+- x> J x 7 X a> -F x> 

— , prendo la quantità, che è lòtto al fegno formila- 

x 7 X -F ** 

x 

torio, e la difpongo cosi aì x , , pofcia divido il numeratore pel denomina- 

tore, protraendo la divisone fino al quarto termine, con che mi viene 
p ~Tx dx d *~_ _J 

’ x 7 X« J -Fx» ~ U‘a J x 7 — «“x+ + af " * xl 

prendere 1’ integrale ) — -F ■ * — *F r? ^ * 

J ftjr *> ga* x J a 


S' 


X* dx 

= C «n 


x X ai -F * 3 


— 3— -I.a’+x 3 . Ed ecco ritrovato l’integrale cercato, che è Q- 
3 a ’ O 

1 1 1 1 

2. 3. x 3 X * 5 -F* 3 * 2. gx 3 X 4Ì ■+■ 3(3 ** 3* 4 X * 

1 . . 1 , 

^ * 3«» “ 4 * ■+■ **• 
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. • 

• « d dT 

. * 175. Se la forinola da integrarli avertè la feguente forma — 

— » ** 
t* + 1 

tan r ix . 

i_„ , fi riduca erta primieramente a quella forma , pofcia fi 


• A -f- c x" 


b 

? + c . - , 
tratti nel modo fin’ ora praticato. 

176. Rimane a parlare di quelle forinole, elle cadono fiotto a quella forma 
••a x p d x 

— , Anche quelle fi riduranno all’ integrazione col metodo poc’ 

**'+(*+f 4 

9 

tix r dx 

anzi efipollo, ma prima devenfi ridurre a quella fórma t» . Per farlo fi 

bx' -4- ( 

. # C 1 

ponga x 4- ed innalzando al quadrato fi avrà x' 4- j- * + — _ 

(i 

— . e però £*■* + tx = fo’ ~ — . Si fofliruifea aderto nel denominato- 

- 4* 

re della propolla forinola bz* _ — in luogo di bx 1 ex, con che erto fi 

4* • , 


cambierà 


h X * 1 ~ + ? ( p° ichi * t 


+ (* + t 


— A* '^(x t + j-*+ y* ^ . Ma perchè fi è fàtuo x -+- ~ fi ha 


i K — d 2. , P = * ~ : Quindi fioilituettdo nella data formo!* 

a x f dx 


bx l -ì-cx-\-c 

• d *X * ~ i 


quelli ritrovati valori, verraflì erti a trasformare nella feguente 


a d t> 


X a - 






[ con fare — +■ j* 
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= /l, che nella forma conviene colla generale 


«x* dx 


, e in conftguenza 


bx' -4-c 

nella (leda maniera, che quella fi riduce all’ integrazione : Ritrovato poi che fe 
ne fia l’ integrale , vi fi devono rimettete i valori di *, e di / a fin d’ aver l’in- 

ax p dx 

tegrale della forinola propolla — - . Si avverta per altro , che qualo» 


bx 1 +cx-j- e 


a i z 


ra ho detto, che efièndo la formoli 


X-A 


della (Iella forma, che 


r y** +/ 


a x? dx < 

la formola > "* > fi riduce cflTa alP integrazione collo fteflo metodo pratica- 


to con quella, ho prefuppolto, che prima fiali fviluppata la poterti i — 

• *• P 

del numeratore , onde venganfi a formare altrettante frazioni , quanti fono i termi- 
ca* +/ per denominatore, e 


ni di tale poterti, ognuna delle quali avrà b 
però fari della forma della fuddetta formola generale 
177. Vediamone l’efempio nella formola 


a x p d > 

bx‘ 
x' dx 


x 1 -t- Ó X -t- io 


Si faccia 


r + != t, c innalzando al quadrato ne verrà x l + 6 x + 9 — i 1 -, onde 

x 1 4 - 6x — z l — g: In oltre fiha d x — d z; x J — z — 3 j che però fa- 

cendo la firrtituzione di quelli valori , la data formola fi cambierà in 

if a ^ * — J z* d z gz 1 dx, nt d z z idi 

^-hi* s'+i * + * l 4-i * 

[mediante il fare l’attuale poterti terza di 1 — 3, indi dare a ciafcun di lei ter- 
mine moltip'icato in di Io Hello denominatore z l 1 ) ■ Coll’ ajuto della for- 

inola L fi prenda l'integrale ai ciafcuno di quelli termini come ftgue 


s- 
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S ' • **/* 2,1 i 

• -* x + i 4 “ ~<5 X ^TT* ~-3-4X^+T*" 

S 9* 1 rfs 9 S 3 C 

• i' + ij 6 X* 1 -+-" 1 J 1 ^ ’ 

S iili*. 27 

* *'-H * 6 X * 2 -f- 1 J 

S 21(/s . 27 

— -~ , = [ facendo ufo della forinola ILI. ] 4- — - — 

* 2,1 -<-i óaXt'-t-i* 

2 7 


3- 2 7 


6 zX 

3 *• 2 7 


4. 6. ** X^ 1 -+- 1* 2. 4. 6. *5 X 2,1 ■+* 1 2 ‘ + ^ S‘ a 1 * X 2 ' 1 '*' 1 

a p /la 

Siccome la precedente formola — ■ — X. _ , con frrvirfi della formola 

* O z 1 4 - , 


</z 


UL trovali edere =s 


2. 4. * X 2 - 1 -*- 2 * 2. 2. 4. Z* X I 


— 9 ~ — s 

a. a. 4 -J 


J* 


4 vJ * 4 X z 1 4 - 1 


: . Ma oprando a norma del nura. 172. la formola 


3 _LiZ C 

2 . 4 . 6 0 ’ 


il 


4. a J a'X* 1 + 1 


è = 


3- 1- 2 7 C *± _ + _ te _ _ 3‘ 2 7 + ?• 2 7 __ 

2. 4. 6 0 z 1 x+ »* 1 4- z 1 2. 4. 6 . z s J. 4. 6. z* 


4- 

3- 5- 2,4 
2. 4. 6. * 


3- f. 2 7 

-g- Q_( con chiamare = Q_ l’arco dato per la tangente, il 


a. 4. 


qual arco viene efibito dalla formola — — r . giuda il num. 263. ]. Nello 


9 0 'f * 

fteflb modo operando fi trova V nrr, — — 

1 . 2 - 4 O »* X + » 

9 C ^ __ <fc _ 9 9_ q 

2. 2. 4 ^ z* z 1 1 4- z 1 2.2.4.** 2.2.4.* 2.2.4 ^ 


«hia- 
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chiamando =QJ’ arco dato per la tangente , il qual arco ci viene fommìnilhato 

* t 

dalla forinola Q. — . Adunque raccogliendo tutti gl’ integrali parziali 

J I ■+- X» x • . . 

* I ■ ■ -■ . * 

9 * 


... n z < 

trovati li ha V. — T 

J X 1 4- I 

27 


'i_X * — L 
zJ 

27 


0 X* 1 + i 

I 


■ì ■+* 


6 X‘‘ 1-« 
1 


6 % 1 1 -h 1 6 z + 1 j. 4X* l 4-i‘ 2. 4 z,X* 2 -+-‘* 

27 * 3 - 


4. 6 . z ì X *' 4- 1 2.2.4.* 3 X + 1 2. 4. 6. s 1 X ■+■ » 

3. 27 , ? . 5 - *7 9 ?• 7 - 9 


2. 4.6 x 1 2.2.4 s 3 2. 4.6. s 3 2. 2. 4. a 2.4.6.* 2. 2. 4 

r 5. 27 


2. 4. 6 
g x 1 -4- 3. 27 


Q = — 


* 4 - 3 


21 1 + 9* 1 — 27 


6* X ai + 1 


4. 6 . z } X z, * 4 ' 1 


2. 4. ( 5 . a 5 X z * +• 1 


4 ? t ** + *44*' — 3. 27 4*2 _ _ _ 

— — 2^6 < ^' Devefi ora » 


2. 4 ù . a 5 


x 3 Ac 


per aver T integrale della data fcrmola 1 > rimettere *4-3 

x 1 4 - 6 X 4- io 


in luogo di *, lo che facendo fi otterrà finalmente Q, 1 

vJ x l 4 - O 


x* /* 


4-0x4- IO 


2 X * +- 3 +- 9 X ac -+- t — il 


■V= 


3 — 


<5 + 1 


4- <*X* +- 3 


’X 


x 4- 3 4-1 


9 X *4-34- ». 27 


2. 4. 6 X * + ] 




4- • 


43*X X 4 - t 4 4 - TjaX X 4-j — - V }J. _ _iiL_ Q , dove la ìet- 
v/ i 2. 4 * ^ 

2. 4. 6 X * +- i 

tera Q^rapprefcnta un arco, della cui tangente il valore è x 4- 3. 


t-,8. 
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a x* d x’ * 


n 9 


,78. Alla forma della formo!» 


bx" + c 


■ fi può ridurre ancora la formo!» 


a x 


d x 


bx ** 4- ex" -h e 

• ■ 


Si faccia x" 4- -7 =; s* , onde fi avr£ x' — z" — 
2& 


- ■ X « 

2 b’ * 


» 


CX — CZ — T* 
lb 


Quindi bx** ■+• ex' -he — Iz 


«' + £ + e & ” - ^ + » = 


f • • I 

t — -r +■ e: In olere differenziando 1 ’ equazione £x* = bz' — —e fi ha 

Afe Z 

W— I * *— I *— 1 *1 

bnx dx — bnz dz, Tale a dire x dx — z dz . Dunque fatto la 
fultituzione di quelli ritrovati valori nella formula data, fi tu finalmente 


dx 


n — 1 

az dz 


bx 1 ' -h ex' -h e 


b^' - 9 + . 


= [ con fare — ~ b -h, t = /] 


dz 


, come fi cercava. 


bz- -hf 

179. Dalle cofe poc’anzi dette fi raccoglie come debbafi operare per ince- 


, - . a + b x Y d x 

grar la formola ___ A 


c'x 1 — 2 cfx Cuf m /> 


, il di cui denominatore é uno di 


que’ trinomi, de’ quali ho trattato al num. jiz. Tomo IV. Nel numeratore poi vi 
fi no due foli termini , uno affatto cognito , e l’altro moltiplicato nella variabile 
lineare , poiché qui non confideriamo che le fole frazioni proprie , nella di cui in- 
tegrazione cade la difficoltà, mentre fe la frazione folle impropria , devefi prima 
di tutto ridurre ad ellcr frazione propria mediante 1 ’ attuai divifione. Ora poiché 
il numeratore della propolla frazione colla di due termini , la divido primiera* 

ad x 

mente in due frazioni cosi 


c* x l _ 2c f x CoL m -h f* 


b x d x 


■ ^ ^ c / x Coli ‘ ** er r ‘^ ur * e * 11 ’ integrazione opero a tenore di 


Tom. VI. 


R 


quan- 
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DEL MODO D’INTEGRARE LE FORMOLE DIFFERENZIALI Éc. 
«manto ho detto al num. 17 & richiamandole a quella forma . A quello 

1 / * • -f - * 

• * 

fine rifletto alla formoli — — — - ; — 7: ^ ac ^° ** — f CoC tft 

r c*-x xcfx c-ot f x 

= /x Sen. »* } che inalzo al quadrato , e mi viene c l x 1 —• i cf x Cefi m 4 - 


/* Gol. " = f 1 ** Seru 


m , e però e 2 x* 


2 cf x Cof. m ~ 


fW Sen . m f 1 Col. m • Aggiungo/ 1 all’uno, e all’altro membro così 

c* x l _ 2 r/x Coli m = P x 1 Sen. m ■+• f z X 1 — C * 3< m = 

• , t * 

( perchè i Cof. /« — Sen. m ) f 1 x 1 Sen. m 4 - /* ‘beh. m 

— / 2 ien. m 2 )( i +- x 1 . Si differenzi poi l'equazione ex — /CoC m 
•— /* Sen. /«., e li avrà c ifx =/ Sen. m X </ x , e in confeguenza </ x = 

X Sen. m. X <?*• Si fbflituifcano pertanto nella formoli 


a d x 


t 1 x l — 2C / x CoC m 4 - J 


- quelli ritrovati valori, c con ciò efsa fi trasfor- 


• fa * . 

7 Scn - m X i * ‘ \/ 

metà nella feguente = T/S^T» A ‘ 


d% 


f x Sen. 


Xt 


Ma 


( pel num. j< 5 $. IV. ) . è = a un arco di cerchio, la di cui tan- 

• « 

» „ e x — f Cof * , C a d x __ 

gtn “ è fL.— ; qUC O- ^-zr/xCof. * +T l “* 


r/Sen. m 


arco della tangente 


ex — / Co C 
/ Sen. m 


b x d i 


180. Paffiamo a cercar l’ integrale dell’ altra forinola ^ _ 2 ( j x Cul ;“^rp> 

Si trasformi con fofiituire i valori di x, dx , e àx 1 — ir/xCof «4-f 1 ritrovati nel 
precedente num., e fatto ciò effa fi cambierà in 

~p~Y, * Sw* * * 4 - Cof. m X Sen. m^rfx è </ x X xSen. »/ 4- O f m 

c^Sen-m X 1 ■+■ ** 


P Sen. m X't*‘ 


che 

di- 
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i Cefi m 


àvido in due così t. V j'.f.t . , e -Ì- V — • Ora t C _ 

c 1 A» -t- a 1 he». '» • A« -f- » t* J i 


divido 

b , r- b . c 1 x* — 2 C 1 X Cc fi m -+- f x 

T-/. I-+-* 1 = i fi. . » 

2 C 2 . C ri .. 1 * > 

/ 2 ben. m 

4 CoC w _ — Cof m 

£ P i a V c 1 

’ Sen. m 


a i/.s 


S -r L.01 m , _ „ 

Jt, ' c ex*—fCof.M . 

; = — r— arco della tangente — . Quindi 

i -f a Sen. m . ° /ben. ni • ^ 


fi ha finalmente I’ integrale della prcpcfìa formola , che è 

S a -4- b * X J * a . „ 

. — — ,, • ■ = — arco della tangente 

ex — 2/rxC.o Lm -t- j r/scn^ m 

— — — t- CoC ni 

b t x * — ìcfx o(. «/■-(- /* e 

4 ri. H 


ex — /O fi m 


f 1 Sen. * 


J Sei» « 

arco della tangente 
Sen. m > 


* • . 

cx —fCof.m b ■ c'x l - ~ icjx rfi .» + /* ac + h/CoC m 

/aen.m ~ /» sén. « 1 ’ + ‘V ^ are ° 

. rx — /Cpfi m 

della tangente — — (- A . * 

° f Sen. u» 

r Si . Devefi avvertire, che tè l’angolo m è infinitamente piccolo, in tal cafo 
è CoC »-i, t Seti. m=zm, per lo cne il ritrovato integrale diventa 

b e 2 x l — i cfx + f* , <rc 4- bf ... 

— -r l 7T "* 1 1 t~t - — ~ arc0 oella tangente — — 

2{ / nr . c l fm fm 

r . , j . t 2 x 1 — 2 e fx 4- P e—? , „ . 

(perchè — /. — — = l.f—cx — l.fm, e la tangente è eguale afil’ar- 

2 f* »t* \ 


• » e ♦ 

cx~f 


■+■ A — 


CO-, 


# L ^ , 

cflèndo l’angolo infinitcGmo.) — I. / — ex 4 /« •+■ . 

~ e e 


ac b f \/ iX — / 

A /«.' 

182. Sapendoti adunque trovate l'integrale tanto di—- , 

, . 6 c'x 1 — 2t/xColw-t -/ 2 ’ 

bxdx J J • 


a4x 


che di 

e 1 x* — z cfx Cof. m -t- ) 


j, 

- , fi troverì pure a tenore del metodo da'o al 

* 

R 2 num. 
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tx" dx 


num. i-] 6 . l’integrale della formola 


r* x‘ — 2 tfx Cof. m -\-f l 
185. Avendo dato il modo di prendere gli integrali delle forinole 


ax*dx 
bx" c 


ie p d > 


ax ' — 1 dx 


bx'+cx-t-e 


tx 1 


ax f dx 
’ c 1 x l — icfxCoCm-ì-f * ’ 


’ dx 


-f-CX -t-c 

, palliamo a trattar delle forinole differenziali ra- 

t 1 x l — icfx Col', m -t-f- 

zionali fratte , che appartengono alla terza da (Te , intorno alle quali niente altro 
iella a cercare, che la maniera di fpezzarle in varie frazioni , la di cui forma cor- 
rifponda a quella di qualcuna delle fopra notate forinole. Ciò poi fi otterrà 
con ritrovare i fattori di primo, o lecondo grado del denominatore, indi Ipczzare 
la data frazione in altrettante frazioni, quanti fono quefli fattori ineguali , confi- 
deranno come un fattor folo il prodotto di p:ù fattori eguali . 

184. Quantunque la frazione data da integrarli abbia piò termini nel numera. 

M x m dx -f- NWx -t- Px’/x -f- ec. 
tore , come farebbe . * r > 

a+b x %c+'xx Xf+gx+bx 1 XP—iiklxCol'.m+1'x* 

in cui le lettere M , N, P, a, b , e, e ec. rapprefèntano quantità collanti, e gli 
efponenti », ir, q, », «, r fono numeri inceri, razionali, e politivi, pure con- 
fidererò foltanto le frazioni aventi in numeratore un fot termine, giacche la tra- 
zione fi può Tempre confiderar dillinta in altrettante patti, quanti fono' 1 terr 
del numeratore, con dare a ciafcun di loro l’intero denominatore, nel qual 
do la frazione data fi riduce alle feguenti 

", M x m dx 


termini 
mo- 


4 - 


a + bx * \c-ht xx* yj-i-gx-hbx 1 *)(k Z^/xCol m-j-l'x 1 
N x" i x * 


M + bx ^Xc-hexx f Xf+g* + bxl X*’ — Cofcw-H 1 * 1 

P x’ d x 


cc. > men- 


Tmr^x^ -txx* xf -*-&*+ hx * x **— iklx 

tre per.aver P integrale della frazione data balla prender la fomma degli integrali 

di tutte quelle frazioni parziali . , . . , , n , 

185. Noi qui confideriamo le fole fraz.om proprie , lo che pure fi t : ai .ver- 

tuto al num. 179 ., vale a dire quelle frazioni nelle qual, la mafl.ma potei» .de ; la 
variabile è maggiore nel denominatore, che nel numeratore. C.ie però fe la tra- 
zione data da integrarti farà impropria, develi prima ei tentarne i integrazione fa- 
ie la dlvilione del numeratore pel denominatore, e prolungarla finché 11 abbia per 
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*33 


relìduo una frazione propria, nel qual modo verraffi a rifolvere la data frazione 
in più termini interi con una frazione propria: I termini interi fi integreranno a 
norma delle cofe dette all’ Articolo U, e la frazione fi integrerà giuda le regole 
prefcritte in quello Articolo . Per efcmpio li la frazione data da integrarli farà 

* * 

— x' ix ■+■ x ix ) jj fàccia i a divilìoue del numeratore pel denominatore fin- 

X* -+-X*-(-X -+- 1 

chè lì arri ri a una frazione propria , con che fi troverà , che la frazione data è 

x 1 ix — xix 


eguale a — x*ix+xix -f- 


-+- x 1 -j- x -+- 1 


: Onde perchè la frazione. 


xVx — xix , , n , . d X 

è eguale a quelle due 


ix 


= '■ S - T 


s= 


:l/x. 


1+X - 1-bX 1 

— — 1’ arco della tangente x , perciò lì 


trova 


s- 


X 3 ix -4- X 1 Jx I I 

- = X 5 -f 

x , -hx 1 -bx-f-l ..a 2 


1. 


— • l’ar- 


co della. tangente x ■+■ A . 

td<S Niente altro adunque più ci retta a fare per terminar quello Articolo, 
che dare il modo di fpezzare una propella frazione in più frazioni da integrarli 
pofeia coi metodi efpofti . Siccome poi dai fattori del denominatore tutta ripetefi 
1’ operazione , e quelli fattori poflòno eflere di primo, o di fecondo grado; egua- 
li , o ineguali, perciò darò la maniera di trattare quelli varj cafi a fine di ridur- 
re la formola a poter elfere integrata colle regole efpottc . Qui fuppongo le re- 
gole date all’ Aiticolo Vili. Capo 111. Metodo 1. Tomo II., e all’ Articolo IV. 
Capo DI. Tomo IV. per rifolvere una formola ne’ fuoi fattori di primo, o fe- 
condo grado. 

i8-?. Capendoli pertanto rifolvere il denominatore ne’ fuoi fattori di primo, 
o di fecondo grado , veniamo immediatamente al modo di fpezzare la data frazio-' 
ne in altrettante, quanti fono i fattori del denominatore, cialcuna delle quali ab- 
bia per denominatore uno di quelli fattori: fi mentre dico di fpezzare la fifazioil * 
data in altrettante, quanti fono i fattori del denominatore, intendo di parlare de’ 
fattori ineguali, poiché fe ve ne fono d’ eguali, devefi confiderai il loro pro- 
dotto come un fattor folo, nel qual fenfo i fattori' del denominatore della frazione 


a 3 x' i x 


fono è-f-x , c -fi x 1 


■-t-gx +X 1 


b-\-x)(c +x*' )(c + gx-i-x' 

Ora la regola generale per formare le anzidette frazioni è quella : Si prenda ciaf- 
cuno de’ detti fattori come denominatore d’ una delle frazioni parziali , nelle quali 
deve efler fpezzata ia propofta, cui dovralli dare per numeratore una quantità co- 
llante indeterminata, ovvero più quantità rapprefentate dalle lettere M, N, P, Q_ec. e 

que- * 
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■ ’ ' , . • » ' 

quelle moltiplicate nelle convenienti poterti della variabile con quella legge: Se il 
fattore, che ferve di denominatore-, è di primo grado, il numeratore deve effere 
lina fola collante indeterminata ; nel qual modo le frazioni, in cui fi fpezzerà la 

A x" i x M N P . " 

frazione ec. faranno 4- ZTT. +• (giuda il num. 


b-hx 


M+x^b-hxXc-hx 

185 l’efponente m deve per Io meno ertèr minore di una unità del numr.ro de’ 
fattori). Se il fattore, che ferve ai denominatore è di fecondo grado, la forma 
del numeratore deve edere M-l-Nx, e fc il Ettore, che ferve ci («nominatore è 
una qualunque poterti di un b nonno, o di un trinomio , della quale potertà U 
martini > cfponente della variabile (ir », la forma del numeratole dovià eflere 
M 4 - Nx 4- Px* 4 - .... Tx" * : Onde fc la frazione da fprzzarlì fatà 

* ' A x m dx ■ „ 

. - » — , le frazioni, che dovtanfi aflumere w- 


a+xX b -t-x 


ranno 


H 

«4x 
- Yx 


X't* 1 X*4-Z*d-** 

M -+- N* 4- Px‘ ‘ Q 


■ Rx-J-Sx 1 4-Tx’ q-Vx* + Xx 5 


b 4- x ' 


. Fin’ ora poi le aflfunte collanti H, M, N, P ec. fono inde'ermi- 

e -l-£* 4- x* 

nate, e per determinare i valori, che loro competer devono, bif'gna ridurre allo 
Hello denominatore le frazioni nel detto mouo formate, lo che latto fi devono 
ordinare i termini del numeratore fecondo le potertà della variabile x, indi è di 
melliere eguagliar ciafcun termine di quello numeratore al coriifpondente termine 
del numeratore della frazione proporta , e mediante il loro paragone hanfi a tro- 
vare 1 ' coll’ ajuto delle foratole d’eliminazióne date all’ Articolo 1. Capo 11. Tomoli. 
'» i cercati valori delle dette lettere M, N, P ec. 

* io 8 . Veniamo agli efempj, e in primo luogo fia proporta da integrare la fra- 

j' dx 

che con rifolvere il deco- 


zione 


x> +b— /4-gX ^—bf+bg—gf Xx — bfg 

« * ' < • 

minatore ne’ fuoi fattori prende la feguente forma 


o 3 d x 


Giuda le 


x-r-*X*-/X*+tf 

. . M N P 

cofe dette fuppongnrt erta eguale a quelle tre frazioni -1 -1 . 

*4» x-/ x 4 g 

di cui reflano a determinarli le celiarti M, N, P. A tale oggetto riduco quelle 
tre frazioni allo ftelfo denominatore , con che mi viene 
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-M fg + M Xi^TX + Mx> ' ‘ 

•+■ N bg -+- N X b+g X * 4- N*' 

— p bf + p x^-7x * ■+■ p* 1 

x '-hb 

Paragonando i termini di quello numeratore coi corrifpondenti del numeratore 

♦ - • < * 

della frazione propofla ritrovo — M fg — Póf^z*‘ , hl Xg~ f ■+* 

N X b +g 4- P X b —f = o ? M-4-N+-P=o , che fono le tre equazioni,’ le 
quali fervir debbono a determinare i valori delle collanti A, B, C. Si prendano 
pertanto dalla Tav. IV. pag. g6. Tòmo il. le tre forinole, che fervono per tre 
equazioni, e per tre incognite, e in vece delle lettere A, A’, A", B, B', B', 
C, C, C', D, D', D". fi follituifcano i loro convenienti Valori che fono A ——fg, 


Bzzzbg,C = -bf, D=- 

n* rv. _ rh»' _ • 


A': 


Zg -f B=b+g , €-br~f, 


l)'-0, A"— i , 


B'eri , C"— i , D'zzo, e in oltre fi fofiituifca M ad x, .N a y, P a t, , e con 
ciò elle diverranno •> 


M — 


■*’ X—f—jg 


k+iX-k-h Xg—f -f »g+fg X b ~f —f—v X b f 


a * 


* l 4 -g X -b-f-h */ -*+■/ X -/-* 


N = 


*’ Xt-b 


—fg X b +g— b eXg—f-i- b g ■+■ fg X b ~f — f ~ b X -■*/ 

ut — gì 


r+fxs+b+bg g+fx b +f 


p = 


-a'Xb+f 


— fg X b +g —b g Xg—f + bg 4 -jg X b—f—f—b-X —bf 

a ! ai 


e 1 +-g Xf-b-bf b-g X—f — g 

Le tre frazioni adunque, nelle quali fi fpezza la frazione proporta Co no 
a 3 ix aiJx a 1 Jx 


g-bX—J-bXx-fb g+fXb+fXx—f b — g X — ) — g X *+g 

delle quali fe fi prenderanno gli integrali a norma del num. 8o., fi avrà 


/• 
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ai dx ai ^ ai 


S ai dx . ai . — ai 

*+ b X*-fÀ*+t )-'■ h F+fXÌ+f 


X — / 4- 


■tx+i ■+■ A . 


1891 Cercali in fecondo luogo l’ integrale della formola , , * 

*i-x)(e + x' 

Le due frazioni, nelle quali devefi fpczzare, hanno la feguente forma 
M 


b ■+■ x 
li trova M = 
a* xdx 


N 4- P ic 

— , ed operando nel modo praticato nel precedente efempio 


e 4-x 

a 1 b .. a* e _ a l b 

= ~b r T 7 > N = TT?> p = ~P~T 7 ; chè però è 


— ■ a 1 bix 


«*«.+- «'axXdx 

-• Ma(pelnum. 80.) 


b 4- x X e -+- ** *‘+ ( Jff+i’ 1 

" S^,Xr^ = 


C _ _flfLV- 

O' 


■ — arco della tangente —x nel cerchio, il di cai raggio è =ye; 

b -h e 

xdx 1 \/ a* b , — 1 , a * b 


S a'b \J xdx 1 \/ a 1 b , a 1 h , . 

• F+^ATTP' - rA^~T~e lt * - Tn 1 * f x 1 • Quindi 

S a 1 xdx a 1 b j ~ 

' bTx X f + x 1 h ‘ + e 


a 1 xdx 
b-hx^c - (- 
arco della tangente = x-i-A. 


- 4 -x 4- 


/. y e 




1 </x 


X ffX 

190. Ci verrà fomminiltrato il terzo efempio dalla frazione 

«+x)(»t-x‘ 

L /• „ , r . M N 4- Px -f- Qx 1 f Dx 1 

che fpezzo nelle due feguenti — — 4 t . Riducendo quelle 

■*" 14 -*' 

due frazioni al comune denominatore, e ordinando i termini del numeratore fi ha 


M 
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M-t-K%y* -+■ Q-f- a R X x' -f- z»M -+-P+-aQX** -f- N -H'a X* 4- 6» M + «N 

«+xX * +* >l 

w C - . * - " 

, ,> • * « f . 

Ora fi faccia il paragone dei termini del numeratore di quella frazione coi ter 
mini del numeratore della frazione data, e fi avrà Mj-R — 0 o_i_„n 
. 2>M + P +*<*=,, N + P^o, *‘M + ««=o; Lc'media^e regote’ 

<f eliminazione fi otterrà M= *- — "b 1 

• • 

b * 

r> 

- • — - i- *■*-<-* «'i-f-o 1 a» -hza'i+y ’ 

e in conferenza le due frazioni, nelle quali fi fpezza la frazione data fimo 

4 1 dx ' 


« ( + i«‘i+*‘' N <t‘ + a «W b r ’ 

P= 1 , n - f! R r -«* 

a*-f-aa^ + t» ' «4 + » R 7r^T a TJ^jr i 


4-*+2a'tì-(-4‘X«-t-*r 

..a» fi 

le è 


Della, prima l'integra- 


/ \ 


« r> z -)-fc‘ x-t-ji x 1 — a 1 x' 
a * -h * 6 -h b l X T-h x* 

‘ * ' . d *» . J 

n A~ # ; „ ^ . * 

«+-+- ia l b +b l 1 la fcconda P°‘ fi <fiv-ide in altrettante frazioni, 
quanti fono i termini del numeratore, le quali frazioni con ommettere il fattore 

collante , che nulla influifce nell’ integrazione fono ** + xix 

.. ... .• • b +■* x * r +. *»"' * * 

^ Jx — : J ' 

’ 7" ^. x » 1 » deDc quali 6 tr0v3I1 ° fi 1 ' integrali a nonna dei num. 

ftfnK^cTe”? eraomm^r. <,Ue ' tÌ # deVOn ° ”**««« nel ^ 

r 9 Mi metodo non invofve maggiore difficoltà, abbenchè crefca il numrm 
de’ fattori fe non ,n quanto che più lungo, e laboriòfo riefce il calcolo □ - ! r 
che crefce il numero delle collanti M, N, P, O ec da determini *"£*"* 
quefto incomodo ho rimediato all'Alt. I. Capo Ih Tomo tf con'dare* Ir” fn 8 '* l* 
generai, inferenti alla eliminazione delle incognite, allorché fono o d t 

o quattro, e con fare avvertir la maniera di formar fu 1 momento le atre’ formale 
Der un maggior numero d ìnronm». c rormoie 



*" fc *•«"** f0r "'" i c * «V* «** « Crolga i„ ft„> , 
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Frazione 


« r 1 — mx Coiim - f-x 


i> cfiavri rr 


lxCof m 


a 1 — i*x Collw 4 - x l 


4 Col m 1 — I X ** 8 GoC m J — 4 Coli «1 X ** 


U‘ 


4*' 


16 Col. m 4 — tiCol.* 4 - iX* 4 .. . 

— j 4- ec. : Che però moltiplicando ciafcun tenni ce 

di quella ferie per ix, e pofcia prendendone gli integrali , ne tetri 

V*y 2 Coli m 

4- 

3 


c. ix - ± 4 . jl ;* v— — 4 - » V , v 4 ^< 

0 U 1 — 2axiio£r»4-x* a z a A * J ' 4 3* A 4 

+ 7’*X 


8 Coli 


- 4 Cof. m ^ I v5 WióColm 4 — 1 2 Coli m * -t- 1, 

5 . A 5 ' T_ "* 


ec. 


4- A , la qual lèrie dà il ricercato integrale della data formola . Che fe da quella 
ferie li vorranno levare le poteflà di Cof m, ciò fi otterrà facilmente mediante 
]a Tavola data al nun». j2j. Tomo IV. , foltituendo cioè i cofeni degli archi mol- 
tiplici in luogo delle potella dei cofeni (leffi , nel qual modo la ritrovata ferie fi 

x 1 \/tCoCm 1 , \/2 ColÌ2m-t-t 

cambierà nella feeuente — 4 x Y 1- — x* Y — — . 

6 a 1 a A i * • A a* 


■4 **• X 


2 Coli 31* 4- zColim 




l”X 


2 Coli 4 ih 4- 2 Coli am 4- 1 


4- ec. 


4- A . 

193. Se di quella formola — - 


ix 


2ux Cof m 4- x 

ix 


- fi vorrà l’ integrale a 


norma dei num. 170. , a8o., fi avrà C 1 — 1 

a* — 2«x Col . m 4 - x * 4 Sen . n 


Arco della tangente 


x — a Cof m 


A , poiché dal paragone de’ termini di 


4 Sen. m 

quella frazione con quella fi ha «— 1 , Frro , r=i,f=a. Qui poi fi ofvervi, che 
le l’arco m farà di 90° , farà Co C » =0, e Sen. m — r , e però l’irtegralc trà 

y 

| jf 

j- Arco della tangente - — A; o pure l’arco m elsendo di 60°, poiché io tal 


cafo 
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« s 

n . .1 

eafo è CoC m =: —, e Sen, m — l'integrale Curi — — Arco della fsnpen- 

a ' , *- * v J n 

2 x » 4 • • « • 

te : Che Te 1 * arco m farà- infinitamente piccolo , in tal cafo ( pei nutn, 

•V! . , . , . • 

I X — • O • f 

i8i.) l’integrale farà * Arco della tangente H A . . 

<• • * a * . 

ARTICOLO V. ‘ 

• * . L- . • » 

■ * Dell’ integrazione ielle firmale irra* : <m*li fratte. . 

194. "IjRiroa di cominciar a trattare di quelle forinole irrazionali fratte diftinguìa- 
JL .mole in due dadi; in quelle cioè, che hanno la quantità irrazionale in 
numeratore, e in quelle che l’hanno in denominatore. L’integrale delle prime non 
può mai effere la quantità radicale, bensì lo può edere delle feconde , ogniqual- • 
volta, il numeratore della frazione fia il differenziale del denominatore , ovvero an 
di lui multiplo, o fubmoltiplo, lo che colla da quanto fi i detta al num. 31. To-, 
mo V. . * 

195. Sempre che adunque la formola irrazionale fratta da integrarli avrà la 1 
quantità radicale in denominatore, e che in oltre il numeratore fia il differenzia- 
le, ovvero un multiplo, o fubmoltiplo del differenziale del denominatore , il di lei 

• « ■ ' . ' ' xdx 

integrale farà la fleffa quantità radicale: Cosi l’ integrale di — * . 

Vi — xx * 

4 * T 

:* - - 

è — V 1 — xv A; che fe quello integrale dovrà andar a zero allorché li fa 
x=o ; refterà con ciò determinata la collante A , che perciò fi trova = — Vi 

S xdx 

~~ = — <,/ 1 — xx 4- 1 : Concludiamo 
. ‘Vi — vx 

xdx . ‘ i 

adunque, che, J’ integrale di determinato talmente, che vada azero con • 

V 1 — xx 

fare x~o, ì =1 ogniqualvolta li fuppone v— i , come erafi detto al num. 0. 

196. Che però fe in quelle formole li trafporterà la quantità radicale in nu- 
meratore, effe fi ridurranno all’ integrazione col canone dei muti, ir.: Pei efem-_ 


pio dovendofi integrare la formola - ■ , fi difponga effa così 

y'vx 1 - — b* ' ■ c - 
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• " r% 

* «. % 

xVx X- _ £4 1 , pofcia £ operi a norma del citato minerò, e fi ini 

i v^rr 7* 7+1 ; * x y^nr. * t . , — -* r 

2a A ia A _ „ V„. — é+ * 4 - A. 

-7^X* ; a L xj 

* * 

Degù al maniera fi trova 


ìb'x — -t - 4x> X'Lt 

■2V<r* 4 - iV — jx* 4 * *-* 

— - r> «/x 4 - Vxdx 

y/ 4 * -f- t x x — ax 1 4- x* 4- A, e S, — 

<* 

4-, ìcxdx ^<Jx4-fx* — 


• —7+ 1 


fX** +c -* 5 _ rX flx+i 


1 


~ — 4- r <■ 

s 


= «* + ex* 4 - A . 


197. Può accadere, che il numeratore fia, o fi podi ridurre ad edere fòlar 
mente- in patte ii differenziale del denominatore, come in quella formola 

*x’ m ~ l dx r **' "X* *Jx 

, che riduco ad effere „ : In tal calo per m- 


„W , _m I 


V* ± »" x” ± «" 

tegrarc quella formola fi riduca effa primieramente alla razionalità facendo 


. . , i — 

x” ± a m = *, da cui li ricava x” — %" :? a"; x ,m m — 

< _ • . * 

■ — * ■ ■■■ r*— 1 

t * ... 1 

a* 9 4™ ; x” - ’rfx = ** dx., de’ quali valori la foftituzione ridu- 

* ’ mn » ^ 


1 

» 


r ^ 


ce la formola data ad effere «X* 1 * X-jjjj- ** ® 


prende i’ integrale a norma del num. i& 


198. 
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. I9& Si debba per cféwpio trovar l' integrale della formola 

* *• ~ 

«a. 




« ’+t. x m » 

» s 


Si ùccia » ■+■ bx* 1 = », e operando a tenore del precc- 


« 4-*x" * 


— J . . 


x * 

dente num. 197. fi ridurrà la data forinola alla feguentc ( % •— 

V. b J - bm • 

2* — a*»* +<‘ u 2 dz, iz*dz> — 4 azfJz. 4- 2aVz 

jr X = sìj . * cu. integrale è;,; 


**’ " 4**’ . 2«‘* __ 4-a‘ 2«*V . _ . . ■ » 

S T* - + b^r - - jS* + wX* ^ A: Qie però Iimetten ‘ 

■f * • 

do il valore di s fi ha finalmente il cercato integrale della data formola, che è 

jjT^X 4 '+•**" ~ jTi^X" + Tj^X 4 bX ~ * 

ió* 1 — 8a*x- -t- óà 1 * 


^l x Xiw y — — 4 * . 8 

Ya 4- ix” 4- A . • Nello (letto modo operando fi , 


1 jà } * 

trova , che t’ integrale della formola n ». 

y/xx 44 », ^jxx—aa 

xx-hzaa^xx — 44 . ; ... » xi* 

H A, poiché eflendo V** — »«■ 1 integrale di — ■ , .. 


= <x- 


i/xx — 44 ■ 


xix 


fe fi farà -Jxx — a* — *4» fi avrà j., == Jz, ed xx — zz 4- «4, col»* . 

^XX- 44 


. x*<tx 1 

leguentemeote — Jz^zz 4- aa , il di coi integrale i —• *J 4-442 = 

yxx — «« 5 » 

xx 4- iati/ xx — aa 

(con rimettere in luogo di » il fuo valore) 4- A, 

299. Collo fletto metodo fi riduce all’integrazione la formola 


ix 
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^ • ; 

« - 
ix 


ix 


_ - J-V dx con fate * ± - 1 

T~ ** A r 


=r & , onde è 


*"X* 4 * . 

.... : : ... •’ ■ 


Vx 


iX * ± * * 

= = E», perchè ^ ÌH— 


i - 


= * ± « = * ; 


* ± a 


*x * ± « 1 


ed x" = i‘ + a : Che però fatte quelle foftituzioni la data forinola diventa 

I ix, tii _ • • ^ _• 

a 1 - a " ’ ^ Ui * e ^ P ren< k l’ integrale giufla le colè dette al preced. Arti- 


colo. Lo fteffb <5 dica della forinola 


• - xix 


=,=n: 


xix 


x" X* 1 — * 


x ± 4 


t 

n 


e generalmente della forinola 


x—'ix 


_ — _L V * 
i. *” A 


X' — 'ix 


-, alla di cui 


x"Xx"±.* 

forma fi può Tempre ridurre la forinola 


x' ± a * 
facendo , 


x*— ‘Ex 


i 

x m \x m ±a * 
x'—ix- 


" — i 




__ r yi x 'dx 

i x m +- ■ — 1 X L * 


X ± 4 * 


aoo. Per alno tutte quelle forinole trattate ai preced, num. 197., roS.. 
fi pofibno integrare eziandio col fuflidio delle forinole generali date al num. 


l 99 
4 9 

« - ■ n 

• t v — — I 

» * t 4 

zot. Eflfendo data da integrarli la forinola - , f, f acc i 3 a» 


|/*- bi- 


onde 
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• *1 * • # 

onde farà r = s') ^ 6 P cr ^ “</* — * /te: In ol- 

I - 'I ■ " .i. 'IO . t ■ ' 

*• • . . - ?■ Si «. * i. ivi. ; ,:i; 

tre fi faccia |/ — ==*, e mediante quelle foftituzioni la propesa forinola fi cara- 

' ,5 * • ' . . ' 

* it , ' . • • • 

% «v ** • ^ V # , 

bierà nella feguente : Ma (pel num. no.) s.. - \ =r : • 

* 7 . J V* 1 ~ •* 


* I. 


x — y'x* — a 1 

-Vr 


V*\— ‘ . ,< 

; dunque con fare le opportune foftituzioni li avrà 


8. „ 


= ’Ì /. 




_ * yr*’ — y«*" — c 


J02. Veniamo a quelle forinole , che hanno la quantità radicale in numera- 
^ 1 1 

± »- * x— «rfxVa + x* * 

eorc, come fono le due feguenti r3S:7 — , r : . in cui 

x ^ * b -f- rx 

i numeri m, », t fono interi politivi. Per venire ali’ integrazione della prima fi 


faccia x £ «“ — » , onde fi avrà x" — a" -t- a"*, il di cui differenziale è 

*>*’“ — tiz" 'da, e però dx — . Facendoli pertanto le oppor- 
tune loftituzioni di quelli valori nella forinola data, ne viene — : Ma 

mx" * • 

x -x~ — ^ ,+l 

nz'Jz, 


\y » — 1 

w X * ^ a 


. Dunque finalmente la data formola fi è ridotta ad 
, della quale li prende l’ integrale colle regole del precedente 


Ar- 
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144 DEL MODO D’INTEORARE £fe FORMOLE DIFFERENZIALI ec. 


£ m- t . j ... . 

Articolo . Quanto alia feconda forinola fi faccia inettamente a -4- x* re; z, 
onde fi avrà x" — z 2 •— n , il di cui differenziale è »x" 'dx — ixdt,, ed. 

» ' ’ • ' ^ , . f 

v ^ * 2 • ' * ■ , * 

dx — — idz. Mediante la foftituzione di quelli valori la forinola data diventa 

* W * • 

• • • * 


— t,'dz 


ez'+b—at 


=2 (con fare ('attuai divifione) — dz -+- ■ 


la 

n 


lb 

ea 




*.* 4 - 


• . _ . * • ‘ 

di cui il primo termine è integrabile algebraicamente , e il fecondo dipende dalla 

quadratura del circolo , o dell' iperbola fecondo che la quantità ■ è pofi- 

. * . ... - f T 

uva, o negativa. 

aoj. Retta per ultimo a parlare di quelle forinole, le qual! hanno bensì la 
quantità radicale in denominatore, ma non avendo per numeratore il differenziale 
del denominatore , ovvero un di lui multiplo , o fubmoltiplo , non ricevono perciò 
il denominatore per integrale. Per integrarle fi riducono alla razionalità col mezzo 
delle foftituzioni a norma delle cofe dette all' Art. IX. Capo 1. Tomo V., e co- 
me fi t praticato nelle forinole de’ precedenti num. 107. r 198., 199 , 200 , 201., 
202., nel qual modo fi pollono pofeia integrare giufta le regole date ne’ preced. 


Articoli. Come fe fotte data da integrarli la forinola 


dx 


Vxx — 2x Col. m 4- 1 


fi fàccia \fxx — ix Cof w 1 = x — a, da cui fi ricava xx—ìx Cof m 4- r 
— x x — 2xz +*>’', e — 2x Cof « -*- 1 — — 2xz -f- »*, confeguentemente 


* — v 


2 )( Coti»! — z 


; dx ~ — 


ìzdz X Coivi— * -f ■ Jz X * — z 2 
2 X Coi »* — z* 


1 — i* Coi vi -f- z* , 

x^i V* 1 — ax Coi m 4- I ( — X — z) = 


2 X Coim — z 
r — z 1 


2 Z Cof m -h z 1 


2 X Colivi — Z 


X Coivi — z 


Se adunque fi foftituiranno nel- 


la formola data quelli valori di dx , e di y'xx — ix coi m ■+■ 1 , fi cambierà et 
fa nella feguente 
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l — 2Z Coi', m ■+■ a 1 

— X* 

6 

I — 2* Coli * 4- xS 


Az, 


~ ' G Z m- l » a * “ integrale è 


2 X Coli IH— * 


— /, CoLm — 2 — (con foftituire il valore di *, che t =z 


* 4 S 



X — S/x* — IX Col * 4~ 1 ) — L Cof »-* + v XX — iX C< l.n, -h I i . 
Per altro quando le date forinole da integrarli fi godono richiamare all’in’ 
tegraaione d'altre forinole più femplici, riefee affai «modo ricurle all’ irte' 
gradone coll' ajuto delle forinole generali date al num 4 a. a motivo d’eferr v n 
ne foggiungerò due efempj» 


_,•» — T I ’ »• 

204. Prenderò il primo efempio dalla forinola j c {, e in f 

I * XX J 

guito applicherò, ai cali particolari con adeguare determinati valori anli efnnnen» 
ti m , n. Per elibirne l' integrale mi fervo della formula 11 . del num. 49. , cu j 

faccio <=», -=t, d=r, b=z± 1, f - t == - « _ L, rifpetto a cui de- 
ve effere r = a, e però è .= -2*4-1 , ed “-=_»+ L )Con che ^ 


diventa 


n x'—'A x 


O 


•* + IL 

l±XX , 



V ; v 

— 2*4-1 A 1 - XX * 1 


n — 2* 4 - I 
— 2 » 4-1 



, (A) . In cafo che lia *=o la formo!* data di- 
» 


X * fjx 

verri j , di cui al num. 53. ho promeffo di dare gli integrali nella fup- 

1 * XX * 

pofiaione di n eguale ai numeri 1, 2, 3, 4, $ ec., lo che farò in appreflò. In- 
tanto li affegnino ad m i feguenti valori 1 , a , 3 , 4 , 5 cc., e operando nella 
maniera più volte praticata li otterranno i fullèguenti integrali 


Tomo Vi. 


T 


(B) 
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(B) 


(C) 


*•— 1 dx 


s 


X + 1 


X *,xx » , 


ss 


X ± xx t 


n-H? . x" 


- . 

i ± xx 1 3 X 1 — xx 1 3 X 1 * xx 1 

■ rN -- 

»— ?X«— ‘ 


-3 X » — ■ ^ x " * Jx 


l ± XX » 


(D) 


s 


x" 1 dx 


"-hi ■ x’ 


i±xx* 5 X 1 ± xx * S-3-X‘± xxi " 

^x^ x ' C 


(h—^.x- _ »-hX"— 3X“— 1 ^ 

~ L 5- 3* »• O 

5.3. 1. X « ± xx 1 


(E) 


^ X* 1 il X 


I ±. XX X 

n-+-i . x 1 * 


1 ± xx a 


7 X » * xx 


7. s- X«± xx 1 


n— 7 X»— 5-x” »-H X” — 5 X” — 3 • * 

? ~ 

7- 5- 3- X « ± xx 1 7-5-3- 1 - X» * xx * 

^x^x»~ 


7X— 5X—3X— » C 

7- 5- 3- *• vj - 


1 ± XX i 


(Fj 


S x’-' <Ix x^ 

■— 


«4-9 . 


I ± XX * 9. X 1 ± xx 1 ? 7* X 1 ± ** * 


«-* 
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”-9X n — ~7- ■*’ f •*" t ” — ?X ■— tX "—•) X *— -j x’ 

i. 1 « 

9 T S- X 1 - x * * 9-7- *• 3- X 1 ± xx , 9- 7- 5 • 3- 1* X 1 ± xx 1 

_ *^X'^X"^-TX"^ : TX« ::i Ì O x*"’ A: 

9- 7« S- 3- *• . A. • • - ■ / 


X n — 7X n — fX"— *X«— i O x*~» j x 
7* S- 3* *• • o 1 • 


i ± xx * 


e cosi in poi , 

Che fc aderto fi artiglieranno ad n i valori i, 2, j, 4, j ec M fi dedurranno dall’ 
equazione (Bj le feguenti (H) 


I ± XX * l ± XX 1 


1 ± XX * l ± XX * 1 + « 2 

^ * 1Jx _ X» 2 xVx 

* ± xx * I * xx * I + xx * 

^ x>dx — ** _ J ^ xVx ec 


I ± xx * 1 ± xx * 


1 ± xx * 


Dall’ equazione (C) fi dedurranno le feguenti (K) 

C ix * IX 

J 1~’~IZ_L + "^ZLj 

I ± XX a 3 X 1 ± xx 1 3 X 1 - xx 1 


* ± xx 2 


X 1 V * C ' 

H Il_ 

L i. 3- »• J 

3 X *±xx 1 3 X »±** * 


I ± XX a 


1 ±XX * 3 X l±J 
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% 

x'Jx X» X* P x 


1 ± xx * 3 X 1 ± xx * 3 X ‘ ± ** 1 

Dall’ equazione (D) fi ricaveranno le feguenti (M) 
dx x 4 X 


i. + S 


ec. 


i ± xx 


S- 

$ 


4 I. X 


■ì 


j±xx * 5 X 1 ± xx 1 5-3X 1±xx * S- 3 - '• X I± xx 

xrf.v “ x* x 1 x 1 


a ± xx * 5 Xi±w* 5 X 1 — xx ■* s X * * xx 1 

xdx 


.rS: 


s 

s 


1 ± xx t 
xVx x 5 


" \ 

J 


IX* 


t ± xx * S X 1 ± ** * * 5 * 3 * X 1 ± xx x 

* 1 . 

x } dx x * x * 


1 ± xx * s X 1 ± xx * j. z- X i± xx * $.3. 1. X * * xx * 

xVx 


tS: 


ec. 


I ± XX * 

Dall’equazione (E) fi avranno le leguenti [N] 


S 


d x 


6 x 


6 . 4. x 


xrfcxx* 7 X 1 ± xx 1 7.5 X 1 — xx * 7 - 5 -ìX 1 — xx * 

( 5 . 4. 2. x 


* * 3 - i* X » ± 



* s- 
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t ■ 

CAPO 

xrfx 


9 

, 

l ± xx 2 

X 1 

7 X 1 * x x 
p 


J \ 

7 X 1 ±xx 2 7 1 

X*</x X » 

* 


I +JTX * 

7 X 1 ± * * 

xUx 


9 


l±X X 2 

7 X 1 * x * 


* 4 9 


XI ix 


Lì!_L "4- j- *’ 

-JL * ~'i 


** 4 X* 

" + ' " 

■ I , - I 


»■ /-! x* dx 

■ + JL\ . 61 

7- S X i±** 7 7 ' S ^ i±** r 

dall’ equazione ( F ) nafceranno le feguenti ( P ) 
* 4 * 8x 


8. & se 


s 


i ± XX 2 9 X * ± ** * 9.7 X 1 ± xx * 9> 7. $ X 1 * ** x 

& 6. 4 x 8. 6 . 4. i- x 

9 - T S • 3 X i±xx 2 9. 7. 5. 3. 1 X 1 * xx * 

W* *» x* ** 

= 4- ■+* 


t±xx 2 9X 1±XX * 9 X 1 ± xx 1 

XI ix 


9 X 


i + , _ L\ , 

i±xx* 9Xi± xx * 9^'i+xx 2 
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S x* Ax 

HZ'i 

' I ♦ X x 1 


6 x* 


6 ■ 4 x f 


9 X 1 — xx 1 7- 9 X 1 **** ">7'5X li*» 1, 

,1 *' 4 

6. 4. 2. x J 


9- 7 - 5 - 3 X * ±. • * x * 

x'Ax 


S=T 


5 x» 


7 X‘ 


1 ± xx 1 9 X 1 ± xx * 97 X i± xx * 97 X ‘i*** 

x* x* x'dx 


9-7 X 


4 x* ^ pv x ax 

— — _ -fr — ■ \ * CC. 

£ __ _* 9 7 L • - ; 

I±XX 1 9.7 X »±.xx*_ .l±xx* 


Ai ritrovati integrali non fi è aggiunta la collante , perchè fi è fuppoflo che fva- 
nifcano allorché fi fa x — o. 

#— I 

205. Veniamo ora all’ integrazione della forinola x . . ElTendo n — 1 , 


Ax 


la forinola trovali eflère , e [ pel num. ni. IV. delle forinole efibenti 


I ± XX 


J X 

fettori iperbolici ] l’ integrale di è L 


• , e di 


— x — \/ 1 -f-*x H 

1 -f -xx* 1 — xx 

è l’arco del feno x nel circolo, il di cui raggio è = i ( pel n. tdj. IL) : Eflèr. 

do poi b = 2, la forinola rifulta — ZÈL > il di cui integrale [pel num. 195-] è 


1 ± XX 

x d x „ . . , . , / ; . j. x Ax 


±j/l±xx, cioè di — — - l’integrale è ]/ 1 4 - x x , e di 


1 4- XX 


y . — xx 
r in- 
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l’ integrale è — ]/ i — x x. Siccome poi negli integrili, che dalla forinola Ì 


n — »I 

X d.X 


fecondo i diverfi fucceflivi valori di n fi hanno, entra l’integrale 


■i ->a ±xx 1 
^ J x 


I +« * 

fe il valore di » è un numero impari, e fe è un numero pari v’entra l' integrale 
C' xd * ' ■ 

K ~ , baderà P aver rammemorato adeflb quai fono i loro integrali h 0 n- 


S x "x 

~ , ballerà P aver rammemorato adeflb quai fono i loro integrali , on- 

■ l±xx * 

de più non fia neceflàrio farne parola. Soggiungerò pertanto ordinatamente gli in- 

H * | 

tegrali della forinola * fecondo le fuppolìzioni di n — 4, 5,0,7 cc. 

_____ « 

I ± X X x 

Per prendere quelli integrali mi prevalgo della forinola V. del num. 40. in cui 
faccio b — ±i, c*=si, « — a. m — — 1.> — 2, e all* efponente f fi alfegna il 
valore oppotruno, affrichi Ila f +-• — 1 n — i. Operando adunque al lenito 
li trovano 1 feguenti cercati integrali , - v . 

C ± ~~ “X X t*xx ? r C r 

w‘iì„ » . r 


1 ± X X. 


S-±Z ì .=*r* - X’*'- r *rS.= zìi." 

1 ±.x X l rfcxx % 

lixx 

I. 3 p </ X 

-’ò r 


• 1± X X 
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^ I x * X 1 ±x * 1 ~r? xl X ,:fcxx, + 

*i4:x x 

«s 


xix 


l ± X X 


S X Itx I 1 

• — % ~ ± s-* 5 X ,:txx ‘ ~6.t k, X i ~ x * '* 

S J X 

7 . 


I ± X X 


5- ?• 1 \/ 

ó. 4- 2 X X 1 ~ 


* _ 5- 3- » 

XX 4: -f 

0 . 4. 2 


I+xx 

6. T 


=♦ I** V it ** 1 — . ff* L - x 4 Vi ± x x * ± 
\ *. 7 A 7- 5 A 


I ± X X 


*-»■ r . X 4 

7- S- 3 


X 7 6. 4 . 2 o 

i±xx * — - — V • 

7- 5- 3 ^ 1 


1 ±X X 




I ± XX 


ZlJlJ X 3 Vi ± X X 1 - liil X V 1 ± v X * + 

». a 4 A B. 6 . 4 -i A 


•M-’-» C 

8 . 6 . 4 . 2 J* 




e co- 
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*S? 


e così in poi. Gii (i è refa palefe la legge con cui procedono quelli integrai , 
onde fi potTono prendere a dirittura qualunque fia il numero da affegnarfi ad » 
anche fenza aver più bifogno di prevalerfi della formola V. del nutn.49. 


106. Dopo aver trovati gli integrali della formola 


• — 1 

x d x 


I ±xx 


cerchia m; 


ancora gli integrali della formola 


dx 


— fecondo le Itefle fuppoGzio. 


» V 1 

* /\l ±. X X 


ni di n = 1 , a, j, 4, j ec. E primieramente eflendo « = r, la formola Drà 

dx dx- . 

» e di 1 integrale ( pel num. nj. tra le 


* X i * xx x X 1 — xx 

formole efibenti fettori iperbolici formola IX. ) è I. - f ^ ' x x ; 


di 


dx 


X 


x y 1 4- x x — r 
~ — poi 1* integrale è — 1. 


DI fatto fi 


-i-xx 4- 1 


I XX 


p^nga 1 4 -x x — r 4- *, da cui fi rcava * = v' 1 4- * * — r, ed 
l 4 - •* ■* = l 4 - 2 x 4- * z , onde fi lu r * = *' + 2t, r d x — 


* 4 -i X * *> 


xdx 


• +■ » X * * ■ 

* l 4- 2 * 


xd x 


-XT 


-h X X 


z : Ma quella formola . ... fi fpezza nelle due feguemi 

x* 4- a * x 1 4- 2 * 


- d * 


- i * 


* * 4-2 

Tom. VI. 


, il di cui integrale è — I. * — — !• * +-2= — L -, g _ , e 
z 22 s+ . 2 

V però 
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X dx 


però con rimettere il valore di a fi ha finalmente ^ 


*X 


s 


dx 


X t 4 -xx* 

che la forinola fia 


cioè 


- 1 L v ' 7 

-f- X X 1 

1 2 / 

1+^X+I 

dx 

, il fuo inte 


X 

XxX‘ ± X X 

Z 

— 

\/ 1 -f- x x 


-X 




d X 


I + XX 


XX 


)(i — xx 


Vi 


differenziali 


; . Badi P aver accennati quelli integrali , poiché le. loro forinole 


d x 


entreranno ne’ feguen- 


-X 


I ± XX 


* V 

xx Ai ± xx 

ri integrali, cioè la prima fé il valore di » farà un numero impari, e la 
feconda fc farà un numero pari. Ora per ottenere 1 cercati integrali fi j>reva ga 
della forinola VI. del num. 49* con fare & — ± 1 j c — * > * — • 2 » • 
y — 2, c con aflegnare un tal valore ali* eiponcnte /, che iia r 1 1 — . 


S 


n , e operando al folito fi avrà 

dx |/ I ±X* - *. 


ix* 


X 


$ 


dx 


\v±xx 1 


s- 
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__ _ _± 

I± XX * ^ 



I 

3 * 3 3 \ “ 


t 

^ \± XX 

S 

'**• „« y * 

* A 1 ± X X 


d X 

_ - _ 1 

i * XX jv' . ± x x 



I 

4 x» ~ 4 - 2 . x T 

) 

f 

\ I ± X X 

t 


Ili 

c 

dx 


4- * 

\ 

I 



c 

* 

X 

1 

I ± X X 

• 


dx 

_ _ _ 

^ 1 -± x x ^ 4 V i * x x ^ 



f 

5 x s J. ì • xJ 


! 

\ I ± X X 

a 

• 

4- * 

r 

dx 


5- 5 


i 

. 


( I ± XX 



dx 

\/ l± xx +. (Vii** 



I 

Ox 4 ó. 4- x 4 ft f 2X‘ 

V > 

( 

\\± XX 

2 


- 

V 1 r* 

dx 


!f — — 
6. 

4 . i \ 


1 v ‘ 


V- 

'.tu. 

2 

X 


dx 

y 

/ t ± x x 6\/ i ± X x 6- 4 V / 1 ± X .v _ 

7 . X' ± 7- 5- x 3 7- 5- 3- x* 



L * 


X« ± *** 


V t 


6. 4- z 
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6. 4. 2 /-» dx 


7 - S- i 


s 


V * 

/\ 1 ± x x 


e qui abbaftanza fi è manifeftata la legge, con cui procedono quelli integrali per 
poterli torto trovare in qualunque fuppofizione del valore di ». 


207. Ho detto, che l'integrai della forinola 


ti x 


é — 


r 1 X * ± x x 


y/i ± x x 1 *■ A • 

Di fatto fi ponga ^ 1 ± x x — — , e fi avrà x 1 = 7 = — , 


1 V+ ad ± 1 

x = ; dx — ^ 


di 


l ± x x 


a 1 J/ ♦ z. J ± 1 

tuifcano quelli valori nella data formota, e con ciò erta diverrà 
-► d X, + z d z 


. . Si fofit- 


** >/+ z‘ ± Xz »*‘± )XV?*‘±i 

Lfii , il di cui integrale ( pel num. 1 g6. ) 4 - 


I /^~xF±~ 


♦ *’ ± 1 

pertanto in quello integrale fi rimetterà il valore di fi avrà . — 


V - 


)/ X X 


— y 1 ± xx ituegutg cercato. 


I 14 


± 1 


XX V I ± X X 

208. Ripigliamo gli integrali della forinola 


dx 


ritrovati ai 


X- 


num- 20 6., ed efploriamo a che fi riducono col fare x = 1 , nella fuppofizione , 
che fvanifcano allorché li fa x — o : E iiccome tutta 1 ’ operazione ricuccfi fu le 


due 


Digitized by Google 


due foratole ^ 
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d x" O dx 


tS- 


, vediamo primiera* 


X 1 - ** 1 **X *-** * • 


mente qual debba eflere il loro integrale completo, cosi che tale integrale vada 
a zero qualora fi fa x —o. Ora l’ integrale completo nella fatta fuppofraione di . 


dx 


„ . t % — v i — X X 

fi è trovato L : Quindi facendo x ~ i, 


1’ integrale di 


è 1 . i. L’integrale poi completo della forinola 


X , - x * * 


dx 


prefo in modo, che fvanilca allorché fi fa x = o, è — . 


X , _xx 

^ 1 * 4 - ~ ( ~ = alia A ) ; dunque facendo * = r , i’ L 

è — =: i. Gò porto gli integrali dì 


x 

tegrale di 


x N x 

d x 


in* 


i x 


X x^ I • — XX 


d x 


trovati a! num. 206. con fare x=:i fi riducono ai Tegnenti. 


** X *— xx * 

dx 


$. 


= L 1 


X i ~ xx 


s 
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L L i 


2 

i 


*■ 3 

2 . 4 


1. 1 


3- 4 
3- ì 


±_ 1 _L. 

2. 4. 6 


1. 1 


2. 4 6 

= TTT 


re. 


r 



ioa- Che fe vorremmo qui ripigliare le formale [ H ], (K ], [M], [N], 
rpi ^ dei num. 52., troveremo che nella fiippofizione di x— I gli integrali 
di tali forinole fono i leguenti , cioè delle forinole [ H ] . 


1 



S. 


Digitized by Google 


CAPO'L ARTICOLO Y. 


*19 




s^^x*- 


L. I 9 . 

4 ■ 2 ■ 4 


S* 5 '* X 1 -** ‘ = r f “■ 

Dalle fomiole (K) 

S^ 4 t- C ; 


S-X' 


H-'-ri'r 


S.««»x— «• ‘ = r 

Dalle forinole (M) 


2 - 1 
S ‘ ? 


— ec. 


S' x X I_xx * = r- 
S^X~‘=f 


L l 9 

2 • 4 ' 4 


S^X 1 -^ - r r 4 * «’ 4 








s- 
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? 


r* \/ * 


I 

i 

2 




V . x'ifx i — .vx 





ec. 


• 


T' 

r # 

7 




Dalle forinole (N) 







* 

2, 








n w 1 


l 

i 

5_ 

7 

C 


$* X , - , “ 


r 9 

2 

4 * 

8 ’ 

4 


7 








/-> \z * 


X 







— 








9 






T' 








n \/ 1 


i 

I 

1 

c 

7 

C 

>y x’ixY I XX 

— 

2~ * 

2 

r * 

4** 

r- 

4 

7_ 








n \/ 2 


I 

I 

2 




V. . x ! </x Y I XX 


r 

r* 

II 

ec. 


) 

Dalle forinole (P) 








9 








~ v , 2 


i 

i 

I 

7. 

9 

C 

S- '* X’ - " 

== 

2 

2 

2 

4 ' 

8 ' 

4 

9_ 








r> \/ 


I 






S > x'xX , -*x 

== 

11 






9, 








f*y \ ^ 


I 

I 

I 

i 

2. 

7 * 9. 

V . x*Jx Y 1 — ** 

== 

7* 

2 

r* 

* *r 

4 

4 ’ 

5 ” 4 

9_ 








\/ 2 


i 

2 





S^x--* ■« 

= 

r 

li ’ 

n 

ec. 



Dalle formole (Q) 








ii 








— . . » 


i 

I 

i 

3_ 

7. 

n c 

S-'-X'-’" 1 


2 

2 

2 

4 ' 

4 ' 

8 ' 4 

XI 








n \/ * 


I 






S.xrfx^i_xx 


*7 







S*’ 
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IX 


i 6 t 


S^Y,- x /= L. * « L. "L. L « c 

«J A 2 t 2 2 i 4 8 14 4 

Il * ‘ 1 • 

S" *V*X 1 — XX * = L. l T .L W 


no. Alla forinola -- — 

num. jj., jii. * [ x* X 1 — ** * 


? fi può applicare quanto ho detto ai 


ati. Prenderò il fecondo efempio dalla formola 


»V* 


. Per ridurla all’ 


I ± xx 4 


integrazione mi prevalgo della formola [ 111. ] del num. 49 , in cui faccio 
r — 4 » •— *> » s> r — 4 » ± 1 j ^ — 1 , e eoo ciò ritrovo 

H 'Òl — JT* . o /*> yl Vy 

5 . Per aver P integrale 


s 


r ** 


I ± XX 4 


I ± XX 4 


* r$ 


1 ± xx 


di quell’ ultimo termine mi fervo della fteflTa formola [III.], nella quale ritengo le 
precedenti denominazion! , e muto foltanto il valore delle lettere facendo 

— z > •*> polcia la moltiplico per ± —, e mi viene 


•' ± LC_£*l_ ^4-8.0 

5 J f L M- J 


xix 


■ t . Finalmente 


I ± xx 4 


I ± XX 


I ± XX 

per aver I’ integrale di quel}' ultimo termine moltiplico la formola fili.] per 

xix 


~ c faccio t— o, m—l, con che rirrovo i— 

s 


2. 4 . 8 . 4 

— — — ^ ^ 1 ± xx . Si ha adunque 

Timo W. X 


1 ± xx ♦ 
x'ix ’ T X * 


I ± XX 


I + XX 


-L 
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2. 8. 
i. 5. 


± 2 *- - 8 ' Y 1 i xx integrile cercato. 
.1 »• 3 - 5 - A 


I * XX 

212. Se la formoli fofle (lata fi (irebbe trovato mediante le ftefe 

9 


operauom 


*• J- 0 - 


$• 


x* </x 


I ± XX , ♦ 


5 


2. < 5 . 
1. 5. 


I ± XX ♦ 


I ± XX 


I ± XX 


</x 


' t , in cui reità da trovarli I* integrale di 


Jx 


1 ± xx 


1 ± xx 


. Dico 


pertanto , che l’ integrale di quella formoli è un’ arco d’ iperbola. Di fatto nell* 
iperbola NBG [ Fìg. 6 . ] fi chiami il femiaffè tranfverfo AB — 1 , la tangente 
£C = x, e dal centro A al punto C fi conduca la retta AC, che farà 

= V xx 1 a motivo dell’angolo retto ABC; e perchè [pel num. 128.] AE 


è media proporzionale tra AB, AC, è perciò AE = + i . Parimente ef. 

fendo Ai . 1 = Af + F E , fc fi dirà AF— z,, làrà A F 1 = t* , e 
(per la natura dell’ iperbola equilatera) FE * rr x. 1 — 1: Per lo che fi ha 

i_ 1 * 

- -j 2 • 

Ai — x 1 ■+■ 1 ' x 1 -p- x, 1 — 1=2* 1 — i (A), conlèguenremente 


x‘ -4- I 4» l 


c a — 


v7‘ 


Vi 


(D) : In oltre fi ha 


Digitized by Googl 



.CAPO I. A R T I C Q l O V. 


xfij 


» — i ~ ■ 


t 
* 

XX -t- I — I 


(B). Effondo pertanto AF=s, FE= j , fi 


dif&renzino adeffo quefle due quantità affine di avere i valori di Et, eN, e fi 

Ma EN = |/1 7‘ -H 7N 1 — 


troverà Eez=dz, eN = . 


V** — i 


* \/ 4 * •+* z 1 d x, JX 2 z l — 1 X d x> df/i : 


z —1 


, , =E » la qual 

. y * — 1 ,, y'* i — 1 

formola cfibifce l’ elemento dell'arco BE. Si differenzi l’equazione [D], e ne verri 
xdx ' - 

r'(E]. Ora nella precedente formola 


di, — 


*v* x v** -t - 1 xkV xx 4* 1 -f - 1 


X Va Z* — I 
y ** — 1 


efibente I’ elemento dell’ arco BE fi foftituifea il valore di dx, 


prefo dall’equazione [E], il valore di y az ,* — 1 prefo dall* equazione [A], e il 
valore di V s 1 — 1 prefo dall’equazione (B),"e con ciò e fifa fi trasformerà 

K 

4 


xd 


nella feguentc 


‘X*- 


-h I 


x 1 /y^x-n -<-»y y V** +■ t — « 

Vi 


4 


2 V ** ■+* 1 X V*x -t- I -+- I x v xx -f- 1 — I 


= [ perché 


|/ V^^-t-i-t-i x i/v X*-*- 1 — 1 = |/xx-+-l+yxx-i-t— V *•*•*-» — 1 • 


! I 


X 2 
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tix 


— ^ XX — X ] 


•^xx-f-t" Jx^xx-hi * 


»*^jwr+i 2 ^ 


T 2 X ** + i * 


XX -+- I 


Ma f integrale della forinola - 1 1 1 è P arco B E , dunque lo c ancora 


V* 1 


T integrale della forinola 


;d °* 


dx 


* X - - - 4 


= BE. 


‘ XX -f- I XX -f- I 

213. Parimente è un’arco d’ iperbofa equilatera l’integrale deH* formola 
— . Facendo AB=i (Fig. i fi ejfa ) , BLzzx, lari AL= V 1 — xx ,ed 


1 — xx 


AC = 


V't — *x 


, poiché fi ha AL (=\i 1 *— xx) : AB (— 1) : : AB (—1) : AC 


( — — 1 j : In oltre perchè AE è media proporzionale tra AB, AC, fi 

Vi — xx ' 


trova AE = 


. Ora chiamando AF=x , farà FE = V* 1 — 1 , e però 


I XX 4 


AE = A F 4-FE , cioè — ■ ■ = 2** — I , ed 

Vi — xx 


r — 


Va* 1 — i [A] . Eflèndo pertanto 


I — xx 

— 2 z 3 — I, fari z , 1 — 


Vi — XX 


*-h 
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iSj 


l-t-v' « — ** . s ]/ I + V 1 — ** r gj . e f -*~V 1 — x x _ T 

2 V I — XX * L 2 Vi — XX 


yf.1 Ìf-+_XX,\ 


= -L r^ , - SL , y/lTTi = V» -v-xx (C)> s d!£fi 


dificrcnzì adef- 


iV 1 — xx 

Co l’ equazione (B), e fi avrà 

♦ / 

— xJx 


V ’2 )( l — XX ♦ 


/s ~ . 


xjx \/ 1 -t-V < — XX 


2V2X|/* + V‘— xxXv>— ^ **X‘- XX 4 14/1 X l — x-v 4 


— xrfx 


x/xj / 1 - 4 - V 


I XX 


aVaXlA + VT^X 1 -** 4 2V2X1-XX 4 

f mediante la riduzione allo fteflo denominatore } 

— xJx V 1 — xx + xdx^ 1 ■+■ V 1 ‘ XJC . 


zV 2 Xl/‘+ V‘ — xxX *“ * x 


xìx 


Che fé adefifo fi lòffi t ai ranno quell? 

_* . . v 


aViXt ^ 1 + Vi — “ XX 4 

Jk 

ritrovati valori di V*, di V^=T, e * * lla formoIi 


V» Vaz 1 — r ) h ^ } comc fi è ve duto al preced. mira. , rapprefenta T eie- 
V * 1 — 1 

mento dell’ arco BE , fi avrà ^ ix 
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"I rX— ,Y^X'-~; = 

~X I XX * I — XX * j/ 1 XX 


xdx 


2 )/l + ^l-X*)(l/l - Vl - xx )( t _ xx . 


teJx 


( perchè J/" i y'i — 


I — XX = X ) 


/x 


ix X i — xx 4 


2 X r — xx 4 


Quindi l’arco BE effóndo l’ integrile della formola 


dx 


t ^. y “ z ‘ L » egli è pure p integrale della formola 

«x— 


XX 


214. Collo Beffò metodo ufato fi prenderà l’ integrile della formola generale 
x”dx 


-, in cui l’efponente m può e [fere tanto politivo, che negativo. 


Ben è vero, che fovente dopo varj termini algebraici refterà una formola affetta 
dal fegno d’ integrazione, che non farà integrabile algebraicamente, o non (i rav- 
viferà a prima villa integrabile: Ma quella poi dovraffì trattare coi metodi efpo- 
fti per vedere fe è integrabile algebraicamente, o pure fe dipende da qualche qua- 
dratura, e in calò che nè l’uno, nè l’altro li poflfa feoprire, fi integrerà per mez- 
zo delle ferie. 

215. Devefi prima dì terminar quell’ Articolo avvertire, che molte volte per 
accorgcrfi fe una data forinola è integrabile fa di incffiere in prima opportuna- 
mente prepararla: Cerne offendo propolla da_tnregrarfi la formola 

.a x dx bx r/x _ ^ non f, r a v vifa , fotto quella forma, integrabile , ma fe fi 
' ^ 6 » — 4 bx x ’« 

moltiplicherà per x* tanto il di lei numeratore, che il denominatore, eflà diverrà 


a x i 
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1*7 


* *' ~ h * ’ .X -f , U di cui integrale tollo fi fcorge e fière -IL ^ 6 jx' —$bx‘ . 

- 4 »*' 11 

}/fx ■+* }xVx 

Cosi per ravvifare integrabile la formoli — bifogna moltiplicare il di 

_ V i +x 

lei numeratore, e denominatore per i - 4 -x, con che fi ha 

— —* * x ~ l ~ . ^ x ^ L , il di cui integrale è 2^1 + jx-(- jx* -4- x* . Altre 
Viri-jx-t-jx 1 *-* 1 - ' 

volte in vece della moltiplicazione fari meftiere ufare la divifione. Molte volte 
ancora tornerà comodo dividere la formoli in due: Come per integrare la for- 

. “ . 

mola x ^ * - , la divido in quelle due — — *^ x .... -4- xJx V » ■+■ xx , delle 


V* -4- XX 


V» +■ xx 


quali la prima ha per integrale — V 1 -4-xx, e P integrale della feconda 4 
4 

— ^ 1 -4- xx : Quantunque per altro giuda le cofe dette già lappiamo inte* 
x* d x 

grare queda formola — ( pel num. 20J. ) 

Vi -4-xx 

2 tri. Ogniqualvolta i metodi dati non fervono a poter integrate una data 
formola irrazionale fratta, devefi ricorrere alle ferie, come fi è accennato al num. 
214., e in quedo modo prenderne l'integrale. Per eièmpio fe la formola da inte- 


grarli farà 


v*Vx 


fi dilponga effa cosi 


x"Vx 


, pofeìa fi ftol- 


a -4- *x’ * 


■• L X ,+ 1-*' ' 


ga in fèrie la quantità 


- prevalendoli a norma de’nutn. 847., 849. 


4 a * 
1-4 x" 

• a 


Tomo li. della formola nevronìana, in cui devefi fore P = » , Q^= — x* , 
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M — — r, n = f, Io che fatto fi avrà 


b . 7 

— i — x 
A 


H r : 


b , • 

I ■+• - X 

a 


r b . *• — r—t b * „ r. 

I — — . _ X* — -te X 1 * 

t a ». it * ». 


, — r — ». — r — 2 » 

-x» 

21. g» *’ 


r. — r—t. — r-lt. — r— gf h*_ 


r. 


zt . 


r. — r — f . — r — 2 f. — r— — r—qt 


t. Zt. , 


Z. x 5 " ec. . Si moltiplichi aderto 

4 S 


j 

ciafcun termine di quella ferie per , pofeia fi palli all’integrazione, e fi 


otterrà * 
\ 


x m Jx 

I t x"+ 1 



. r 

r • \m-i-i 

» «. «+II+I 


r 

■ 7' 

« / 


t 

a 


r. — 

-r—t 

b 1 x' fl -*- lm+m * __ r. 

— r—t . — r — it 

p v *-t- 3-t- 1 

1. 

It 

a*. iM-f-zn+l 

2» . g» 

« 3 . *4-g».+r 

— r. — 

- r—t. 

— r — it. — r — J» 

b‘x m +-'‘+ 1 \ 

. . ec ) 

— 

t . 

~ it. 

V- 4 f 

Jt 1 . 

" * 


ii 7. E per oifeendere al cafo particolare, fc la forinola data lira 
dx 

— ' — , fi dovià fare nella ritrovata ferie , che efibifee l’ integra le cercato 

Vi ■+- 


a — 1 , i— I , m—o , >*—4. r~ 1 

. IX 5 

dalla feguente fune x — — . — 


1—2 , e il di lei integrale fi troverà elprefTo 

+- — . *1 . _ T - 1- 5 . jfli. 4. 

a- 4 9 2. 4. 6 . ' 13 


r. j. 
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!±L2. illL — ec. -t- A. 

2. 4. a 8 *7 

ari Se sella formoli proporta al miai, ai 6. firà t un muserò pari, e 3 • 

x m Jx 

Ga quantità negativa , onde erta fia — — — ^ , in tal cafo dovralli erta rsppre* 

—*+b> r* * 

fentare cosi * ** 1 indi fvolgere in ferie la quantità 


» «r 



r 



I 


I — 



* 



v 

9 , da cui ne viene t — 



*—■ — r — * ^ — 1* r. — r — t . — r — 21 fl J _ — „ 

~T. TT ' ** * r — — — a * 

fc fi moltiplicherà ciafeun termine di quella ferie per 


ec. . 


Che però 



— , lo che fatto fi palli all’ integrazione , fi avrà finalmente 

r 


mr — wt 

S x 4x xtt — «• 4 . » 

r » _ _1 , / ~ 

7 V e - V ?»— r-K . 

b A« - 5 - *-* t » r 


Toni» 


Y 
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mr — nr — -p r 


b . mt ■ 


■ nt-hr 


ZI 


mt — mr — J ut -f- » 


a 1 x n 

— — ■ : ec. ) 

. mt — nr — mt-t-e • 


t t 

2 19. Prenderò il fecondo, e ultimo efempio dalia forinola 

ix 

, che ridurrò all’ integrazione per mezzo di una ferie facendo ufo del 


* ■+■ XX I 


metodo dato al nuro. 67. . Piglio pertanto la formola generale (Y) del citato num., 
e in eflà faccio h—i , ■ — z • »— — 1 , *=3 , ccztt , b— 1, con cne mi viene 


s 


ix 


— 1 


(x-JL_oà 

' li 


l ■+■ XX i 

*9. r$. 7 


T 

9 • 3 - 5 


x! 


* 7 - ì- S- 7 

cercato . 


* 7 + 


ti- » 9 - *?• 7 

81. 3. j. 7. 9 


e* — co ^ , che è la ferie elibente t’ integrale 


ARTICOLO 


VI. 


DtlT 'Migrazione di quelle forinole , nelle quali entrano quantità logaritmiche , 
ed ej'fonenziali , e funzioni di circolo . 

220. TRe dipinte parti abbraccierà quell’ Articolo: Nella prima darò il modo di 
1 ridurre all’ integrazione quelle forinole, nelle quali hanno luogo quanti- 
tà logaritmiche : Dirò nella feconda come C prendano gli integrali di quelle forino- 
le, in cui entrano quantità efponenziali : K nella terza tratterò dell’ integrazione 
di quelle forinole, che contengono funzioni di circolo, cioè a dire lèni, colòni , 
tangenti ec. , e loro differenziali. 

221. Quanto alla prima parte fa d’uopo prima di tutto qui richiamare quel- 
lo, che abhiam detto all’Articolo IV. Capo I. Tomo V t . Al num. 44. fi è vedu- 

*0 > che S- m (L *)” * . ^— = (/. x)™, il qual logaritmo è prefo nel Gfle- 

*ia della lòtto tangente =; 1 , vale a dire il logaritmo è iperbolico . 

^ + X ^ = /. XXLZ, ove le lettere X, Z rapprefentano 

» qual- 
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17 » 


qualfiiia funzione di x. 


$ 


«ax—'ix — m (A *)•— * . - 


t yax " — (A x)“ 1 

l/ax" — (/. x) 1 * : S-(' B *’" — A * + x m —’dx) ~ x m l. x : 

S- (mx m ~'dx (Ax)" +• nx m —‘ (A i/x) =: x" (A x)' . Giuda il 


nutn. 45. fi ha 
dx 


S--^hr = LU: S. 


dx 


x^l.x^ 1 , 1 . x 


= /. /. /. 


s. 


x^l.x^U. x){U.i.x 


= /././.A*: 


S m (n.x\ m ~ x ■ dx 

— ? = (A/.*)". 

• xX Ax v * 

222. Ora dalla forinola generale S- « (A x)" 1 — 1 . — — (l. fi racco- 


glie, che S- - A x = (A *)* -f-A: . S- J (A x)‘ = 2 - (Ax)J 4- A. 

S- * (A x ) ! = ~ (A *)* +A: $• “ (A *) 4 = ~ (Ax) 5 - 4 -A ec., c ge- 

neralmente S- (A x)" = — — (A *)*+-« 4. A. 

223. Dalla forinola generale $• (mx m ~'dx A x-+ -x m ~’dx) = x" A x fi vie- 
ne in cognizione , che S. A x 4- 1 X dx = x A x 4- A : $. z/.x 4- 1 X xVx — 

x*Ax 4 -A: S‘ 3 A. x 4 - 1 X x% dx ~ x’ A x 4- A : §. 4/.X 4- 1 \x } dx — 

x*A x 4- A ec.. In oltre perchè S- (</x (Ax)" 4- m (A x)" — ’rfx) =: x (/,x)* , 

fi fcorge, che S- (A x) 1 - 4 - 2 A x ydx = x (A x) 1 4- A . 

S- (A *) J 4- 1 (l xy^dx = x (Ax) 5 4-A: S- (Ax)* 4 (Ax) J X</* = 

x (Ax)* 4- A cc.. Parimente dalla forinola S. (rnx m ~'dx (A x)" 4- 
nx™ — 1 (Ax)' -1 . rfx) = x” (Ax)" fi raccoglie, che 

$. xdxXi(I-xy + J(A*)‘ =: x 1 . (Ax) J 4 - A. 


Y 2 


s- 
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$. xrf»Xì(/.x)* 4- 4 (A x ) 3 = x* (/.x)‘ 4 - A 


S* x'Ar X 2 ( /. x ) J 4- j(/.x) 4 = x 1 (/. x) ! -f- A <c. 


$. x’rfxX 3 (/• x )‘ i /. x = x> (/. x)* 4 - A 


S- Wx X i (/• x) 3 4- J (/.x) 1 ss x 3 (/. x)» 4- A 
S x^XìC'-x) 4 + 4(<- *)* = x 3 (/. x) 4 +. A 


s. x'dxXi(l. x) ; 4- 5 (/. x) 4 = x 3 (/ x) s 4- A ec. ec. 
dx — l 


224 , Eflèndo S- 


-7-~+A: S- n 

A x x (/. x) 3 


x(4x)’ - 

A — f 


2 (/. X) 


- 3 X ('• *)" 
- 4-A: S- 


-, 6rà 


</x 


/x 


X (/. x ) 1 


X(/. X ) 4 


— I 


4- A ec. 


3 (*• X ) J 

t itx 

22S- Dal calcolo differenziale fi Ci eziandio > che g. ( — 

V ( /. x)* 

' fÌj>C \ jf* m 4 t 

) — . — , onde fi hanno I lèggenti inteeraE 

(/.x)’ 4 -*/ (A x) ’ ^ 6 

r f dx dx \ x , i . r f ** 2/x A X _ A 

S " Ux _ (/. xj 1 ' ~i7 ‘ ^ Vf/x) 1 '(/. x ) 3 ' ~ (^x) t+ ’ 

c f dx %dx ^ x t-k- e f ixdx 1 xdx \ 

V V. (/. x^ (A x ) 4 / ~ (ZJ ) 3 + ’ * ' (A x ) 1 (A x ) 3 / 


(A x>> 


A ec. 


** . a . e /■ 3 xVx 5 xVx > 

~ (Ax ) 1 ' V (A x)s (Ax ) 4 / 

22(5. Parimente dal calcolo di Serenai ale fi tk , che 
S. f mix ”Jl V= L , lo che pollo fi 

Vx“-t- * (.>>* * a + ‘ (/.*>*+• / x" (/. x)* r 




\ 
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h»no i feguenti integrali S- ( 4- A . 

c ( iJx . Z ix \ — — « , A . c ( * Jx , lix \ ' 

\x>(i.xy x>(i. x y/ x\t,xy> ' 3 'V*= 


— r 


A ec. 


x*(/.xy 

227. Dopo avere fcorfoglì integrati delle formole più /empiici, i quali fi rac- 
colgono dalle cote dette all* Art. IV. Capo L Tomo V., fbpgiungerò due formole 
geoeiati dedotte a norma di quelle del nurn. 29., di cui mi (crviro in apprettò per 
integrare le formole più torà polke. Attuino a tale ometto la quantici generale 

t J l—t 

x . (/. x)* , che dif&renaio, c uà viene D. x • (A xy = tx dx. (A x)* 
l—i 

-f- r x dx (A x )“ , ta quale equazione Integrata, c opportunamente ordii». 

t — 1 , t t — 1 

ta diventa * dx (A x)* — ~.x (A*)’ - ij* dxQ.x) r ~ l , 


Prendo in lecondo Inogo la quantità 
£ * Ix* 'dx 


(A x/ 


■ , die differenzio , c ritrovo 


D. 


J*— ‘I . 
f.v dx 


(A x)* (I*/. 


(Ax) 


9+1 


, la quale equazione integrata, e tip- 


x f “*Vx t 


(AxjH-i 


(Axjl 


portunamente ordinata diventa S> 
t x* 'dx 

*• & 1777 " 

228. Adunque le due formole generali cercare fono 

jv , t ^ J Tirr 

1. S- * dx (/. */ = J . * (i */ — J- S * dx (Ax) 

x*“Vx — 1 » x* r «Ax 

1 S ‘ (A x,* +l “ T" (A */ + » S (A x/ ’ 

229. Quelle due formole fervono per ridurre all’Integrazione le forinole £ 


que- 
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* » 

quella forma x™dx, (/. x )" 5 ed* Il modo <T operare è quello ftcffb, 

(/. X ’ 

, di cui perpetuamente ho fatto ufo, e che conliglio di renderti ben famigliare. 
Quanto alla prima forinola x” dx (/ x)' elTa fi ridurrà all’integrazione col fu/E- 
dio della forinola (I.) foftituendo nella medelima m in luogo ci t — i , m+-i in 
luogo di l, ed ii in vece di » , con che ella paifa ad elfere 

s (/. x y = jJL x" + * (/. X)' - — S *~i* (/.x)— *. Per 

prendere P integrale di quell’ ultimo termine fi deve moltiplicare la formola (I.) 

P er — ^ ^ ■■ ) indi fofiiruirvi n — t in luogo di » , ritenendo t — m 4- i , con 


che fi avrà 5. x ~ j x (l.x)’~‘ = — — — ■ x"+ * (/. x)*~ 1 4- 

m ~ t ~ l m-h 1 


"X"—» 

»4-i 


S xVx (/. x)’ 1 . Si integrerà quell’ultimo termine con moltiplica- 


re la forinola (I.) per — — ~ , indi ritenendo t =2 m-t-t follituire « — 2 in luo- 


m 4- 1 

go di con che fi avrà S- x”/x (/. x)— » = 

«-M 

(/• x)*—* — iL zi X. 1 I 7 .L. 5. x"Vx (L x)— J , e cosi in 
*»+•! « 4 - 1 * 

poi, nel qual modo fi avrà (A) S- x"Vx (L x)* = — x"+ 1 (I. x)* — 

nr-M 

- _Là *”+' ('■*)’- 1 4- - X "~‘ *■+' (l. x)—‘ - 

m-hi m-j-i 3 

L— L x--*- * (/. x)*-» 4- w x~x~x~ ^+ .(/.x/- 4 . . . . 

m ■+■ 1 m x 5 

f* y « — 1 

* ■ •*" 4 ~ 1 . Si vede pertanto , che devonfi continuare le ope- 

«14-1 


ra- 
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razioni finché 1’ efponcnte di /. x fia — o , onde 1’ ultimo termine, che rifiaterà 
da quella operazione fari algebraicamcnte integrabile , e dovrà edere affetto dal 
fegno' fe n farà un numero pari, ed eflfendo n numero impari dovrà edere afi 
fetto dal fegno — . 


230. Nello (le fio modo operando fi trova (B) 5. 


x"Vx 

v- *y 


— I 


I X» 


x’-*-* 


» — I (/. x/ 

IX« 


«— ,X«— ìX"-“JX“— 4 v ,xj " 

x m ix 


1 X «4-t X m + * 

»-‘X»-2 ( Lx )'~ X «^X^ÌXn^T ^ *)" 

^" 4-1 

► • * - *+* 


. Che però le operazioni devonff continuare fin- 


i+i* +l O x’ 

«— tX«— 2.... « l ' 
chè l’ efponeote di /. x fia l’ unità . 

W t 

231. Qui poi rimane a prenderli F integrate della formala M3C ma 

t. x * 

egli aver non fi può, fc non in cafb che fia m — — », poiché allora 

S ix 

. ~ t K - — ll-K {pel num. mi.]: Negli aldi caG di m eguale a qualfivo- 


x m (tx 

glia altro numero, per integrare la formoli — _ — bifognerà ricorrere alle fè- 
rie, come vedremo fra poco. Intanto applichiamo agli efempj le ritrovate formo- 
li generali. E primieramente debbafi integrare la fòrmola x^ifx l. x. Si prenda 
la forinola [A] , e fi foftituiica 1 in luogo di n , e con ciò fi avrà * * 

S- *~ Jx l * — — — x"+“ l. x — ~ — x m +-*; Onde fè adefio fi farà 

m-hi m+ ' [ 

m— o, 1,2, y ec. , fi avranno i fèguenti integrali 
S- ^x /. x x l. x — x 

S- xdx l. X = i- XX /. X — XX 

2 4 

$• xVx L x — £. X* /. x r- ~ x* 

5 9 


$ 
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x’/x I * = -*♦/.* — ~ x 4 ec. 

^ 4 ìtì 

2J2. Per integrare la forinola x*Vx (A x) 1 devefi foftituire 2 in luogo dì 
■ nella forinola [A], e mediante ciò li ottiene S* x"Vx (A x)' — 

L_ x"^ ‘ (A x)* — x“» I. * f - — j X-* ■: Per lo che con 

«4-1 m-f-l m 4- 1 

dare ad « i valori o, i, 2, 3, 4 ec. fi hanno i feguenti integrali 

g. dx (A x) 1 = x (A x)* — 2x /. x -t- ax 

$. xix (A x)* = ~ x* (I. x ) 1 — ~ x 1 fi x 4- x* 

g. x'dx (A x)* = i- x» (I. x)* — L x’ /. x 4- x 1 

S. x*</x (fi x) 1 = *‘ (A x)* — L x* L x 4- 1 x* ec. 

ajj. Per integrare la forinola x”jAx (fi x , 5 bifogna fare «=j nella formu- 
la (A], Io che fomrainiflrerà S- x™ dx (A x) 1 = 1 J'* — 

* x"+ 1 [ L x ]' 4 - — — t x”+- * fi x — — x-+- » ; che però fe 

«4-1* “4-i. “4-i 

fi daranno ad m i valori o, t , 2 , 3, 4 ec., fi troveranno i Tegnenti integrali 

S. dx [/. x] J = x [A x ] 3 — ix [A x ] 1 4 - 6 x l. x — <5x 

S- xdx [A x] J = - x* [A x]» — i x 3 [Ax]* 4 . L x* fi x — i x 1 

x 4 4 ® 

$. x’Zx [A x] 1 = x* [A x] 3 — x 3 [ Axj* 4- jx>lx — L x 3 

£ xVx [A x] 3 — — ** [A x] 3 - £ x* [Ax] 1 4- ix+Ax-^ec. 

Lo ftefio fi dica delle altre forinole x*Vx J A x J 4 ; x*Vx [ fi x] s ec. 

234, Quello che fi è detto della forinola x"Vx [A xj" fi dica egualmente 

del- 
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della forinola ^ ■■■■ , per integrare la quale fi fòri ufo della fteflà formèlla (I), 

ovvero della forinola *A], fennonchè in vece di m fi dovrà fcrivere . . 

ajj. E (Tendo fitti -prefi i precedenti integrali nella fuppofizione , che’ fvani- 
fcano allorché fi fa x=o , fe fi fupporrà x , i precedenti integrali fi ridurran- 
no ai feguentì S- x m dx l. x — -I— ; S- x m dx (/. x) 1 — _! • 

»-*-» m+-i ' 


,t _ 1 4 

“ CC 

zjà Paflìamo ora a prendere gli integrali della forinola x 


S- xVx a X)» - ; S- * m dx il. xy = -11. ec . 


v • Si prc 
( . x )* * 

valga della formola (II.), o fia della formola (P) facendo in effa n=i, e ne vetri 
x m + 1 « 4 -t C x"dx 


S x" dx 

■ ( /. x y ~ 


l. X 


w 4-1 C x", 

i o* r 


■ : Onde fc fi daranno ad 


* i valori o , i , a , j ec. , fi avranno i feguenti integrali 


dx 

= __JL 4 _ C 

% dx 

i *■ x y 

/. X + V. 

)• 1 . X 

xdx 

= -^. 4 -a 

Q xdx 

( i. x y 

1 . X 

o- /. * 

x 1 dx 

X* 

= - X 4 - J 

<• X 

Q xVx 

( i. xy 

< 3 * l. K 

x'dx 


n x>dx 

( /. x )* 

— tt 4 . 

l. X 

integrare la formcla * * x 
u. xy 

devefi fare 


ec. 


lo Che dati Q *" Jx - _ ■ y "^ 1 _ . 

J'(/.xV a ( /. x )* a /.x 


1 -b I C x‘ 
i 


’dx 


2 i 3 fc. , fi otterranno i fulfeguenti integrali 
Tomo VI. 


■ Che però fe fi augneranno ad m i feguenti valori o, i , 

z S. 
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m 6 . 



s 

s. 

s 

s 


Jx 

X 

X 

_ _ 1 _ 

M 

"*■ /x 

(Ax)’ * 

2 (A X)* 

2 L X 


2 V 

y j. x 

xdx 

X* 

x x 


*( 

"* Xl/x 

( A X )’ 

2 (A X)* 

A X 


Vi 

A x 

x'ix 

X» 

3 *’ 

- •+• 

9 _ C 

■* xVx 

( A x )» 

a ( A x) 1 

2 L X 


2 V. 

5 - A x 

[ 

* 

x‘ 

2X* 

. 4- 

8C 

V. 

' 

(A x)> 

2 l A x )* 

A x 


)• A x 


cc. 


238. 


Per integrare ia forinola 


x"Jx 

(A *)> 


devefi foftituire 4 in luogo di « nel- 


la forinola [Bj , con che fi avrà 


r x M J x 
( A X / 


x™* « 

ìu- x y 


1 X m +- [ 


1 X”» -+• >* 

c 

x m dx 

. Quindi dan- 

« 

6 U x)‘ 


6 1 . x 

6 O 

• A a 

do ad m i valori 

0, 

1, 2, 3 ec., 

fi avrà 



0 ix 


X 

X X 

+ I < 

: ** 

o- ( a x y 


3 ( A x / 

6 ( A x ) l 6 A 

X 6 s 

J- A x 

^ . xdx 


X* 

X* 2X* 

. iC 

xVx 

O- (A x-J* 


3 ( A x)> 

3 ( A 3 A 

* 3 v 

)• A X 

p x 1 Jx 


x> 

x J 3 *' 


% x*<òr 

O- ( A x )* 


3 ( A x)> 

2 ( A x )* 1 A 


)• A x 

p xdx 


X* 

2X+ 8x> 

4 - ? * C 

' x*Jx 

0- (t *) 4 ' 


3 C A x )• 

3 ( A X )‘ . 3 A 

* ’ 3 ^ 

)*Ax 60 

ifteflàtnente lì operi 

fu le forinole 

x"< ix x“'dx 


(A x) 5 (A x ,* 




2 39. Finora per Fefponente r. abbiamo prefo un numero intero, non ottan- 
te il modo d’operare farà quello fletto pur ora praticato, abbcnchè il valore di « 
■fra un numero fratto, lènoncnè le forinole (I), (II ) ci lònuninittreranno ferie in- 
finite per gli integrali cercati . 

240. 
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, x m dx 

240. Nell’ integrazion della formola — ; rimane affetta dal freno d’in- 

(I. xy ' ‘ 


tegrazione la Ibrmola 


x*Vx 
l. x 


, come fi è potuto offervare negli addotti efem- 


pj, delia quale non fi è peranche faputo trovar l’integrale, Io che pure ho avver- 
tito al num. 231. Si può bensì ridurre a una forma più fempltce, vale a dire a 
dt> 

j~£ ) ma non ottante la difficoltà per integrarla futtitte fempre la fleffa . Per ridur- 
la alla forma ^ fi faccia x m + • — % , e fi avrà x”/x = -ÌL ,et* = 

/■* m+i 

l, tt 4 x m dx 

> on dc mediante la fottiaizione di quelli valori la formola — fi tra*- 


dtt 

forma in — . 
l.z 


L x 


241. Rimane a parlare de! modo di far ufo delle ferie in quelle forinole, 
delle quali ottener non fi pollo no altrimenti gli integrali . Con due efèmpj mette- 
rò fotto gfi occhj 1* operazione da farli. E primieramente data cflendo da ime- 

• * ~ " 1 ■ ■ ■ 
grarfi la formola Jx)( 1 + /. * +- L , fi trova 

1 + ** V 


S- 1 -h L x -h L — i = X l. X ■+■ S- J x l. L A , dove 

1 +■ xx 1 ■+■ XX 

refla tuttavia da prenderli T integrale di ix l. 1 : . Per farlo ricorro alle fe- 

I -t- XX 


rie, e a quello oggetto prendo primieramente la quantità /. — ! , che diffe- 

1 -+- XX 

renzio logaritmicamente, e mi viene - 2v< ^ y , 0 g a _ , v . 1 Ridu- 


I -h XX 

co in ferif quefta quantità , e rii 1 


ritrovo 

1 ■+• XX ' I + XX 

Zi 


l -h XX 
= I — X 1 + X* — 


■? 
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** 4. x* _ *10 + ec., che moltiplico per — 2x<fx, e con ciò ne ritolta 
— ìxdx 


i 4- xx 


ixdx 4- ixUx — ixUx ■+■ 2x 7 Jx — ixHx 4. ix"dx — ec. , 


e integrando fi ha S- k ~ /. ! = _ x* 4- L *4 _ «. 

1 4 . Yk* 1 _1_ uu ' . ^ 


1 4 - xx 


l 4- xx 


~h ~ — x‘° + — x'* — ec.. Si moltiplichi adeflo quell’ equazione per 


dx > e f * avri ix 1 - 1 = - x'dx + L x'Jx - L x*dx 4- 

24- xx a 3 

t j 1 - j 1 

^ x x'°dx 4- ~‘x'*dx — ec., e di nuovo integrando fi otterrà fi- 
nalmente S- dx l. 1 — _ L x> 4- — x' L x' 4- 

l -h xx ' 3 2. 5 3.7. . 

t J I 

4. g ^777 x ” ”*■ 6 ~Ti x ' 5 — ec ” Conftgnentetnente l’integrale della 


data formola è S- dx%i 4. I. x 4. /. 


= x I. x — L* 1 + 

1 4 - XX 3 


x7 — x? **• ; *’ — *” 4 - 2-^- x ,J — ec. 4- A. 

5 3 * 7 49 . J. 21 613 

24*. Prenderò il fecondo eftmpio dalla formola — , di cui ho parlato al 

/«z 

preced. num. 240. Per trovar la ferie , che deve e fiere uguale a $• — fa d’ uo- 

t.z 

po iGre qualche artifizio. Faccio pertanto /. ss = «, onde farà a — a” (lalet- 
cra a rapprefenta ia bafe de’ logaritmi iperbolici), c Jz, — a‘du. Onde con fo- 


ftituire quelli valori di dz , e l. z la formola — diventa **’*“ 

I. a 


Fatto ciò fi 


trovi la ferie efibente il va|ore di a* , che fuppongo — y , vale a dire a” = y, 
1 prendendo 1 logaritmi ti ha « A a — j , e differenziando nc viene 


du 
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iu l. a — d l, e in confeguetrza j I. a ~ j£. Operando pertanto a norma de! 
J * a 

num. 67. pongo j =: 1 + A» + B«' + Cu> 4- Du* 4- E«s 4- ec. , indi dif- 
ferenzio quella equazione, e mi viene * 2 . = A 4- zB« 4- 3 Cu* 4- 4D»! 4. 

jEk 4 -+• ec.. Quelli valori di y, e di *2 fi follituifcano nella precedente equazio- 

ne — j il. » = o , che diverrà 

A 4 - 2 Bu -t- jCk* 4- 4Dm* 4- $Eid + ec. *1 
-la -A U.u - B Ia.u - C U« - D Um - ec. _f = ° * mcd:ante cui f ' 
determinano i coefficienti A , B , C , D , E ec. come fegue A =z ì. a ; 


B = L(A -)*; C = — L (L a )' ; D = — L— 
1 3* 1 a. 3- 4- 


(/. *)•; E = 


-- ^ ^ — ( 1 . « ) s ec. , Si ha adunque y=za’— i+ul. a + ~ u* (J.0J 1 4- 


? 


rd (/. a )» 


n 4 (/.«)' -1 ! (ha)' 4- ec.. Che feora 


2. 3. 4 


2. 3. 4. j 


moltiplicheremo quell’ equazione per *2 , fi citerà — =s ^ 4- iu l. a 4- 

« u u 

L «nfc (A «)* 4 L tt v« (A *}' 4 1 «3 iu (/. 4- 

2 2 - 3 2. 3. 4 

(/. ay 4- ec. , e integrando fi trova £ — a _^j _ — — l. u 4- 


2. 3. 4. j 


* L a 4- _I_ a 1 (A a) 1 +. 

i. z 2. 3. 3 


(/. «y 4 ! — (/. «y 4- 


2. 3. 4. 4 


2.3.4. 5 .j 


«5 (/. «)• 4 - ec 4- A , vale a dire ( perchè il logaritmo iperbolico di 


a è P 
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1’ unità ) g. — -■ * U - — = t. « 4- * 4- — — ««* 4 #> 4- 

« 2l * *. ì- S 

* 

— u* 4- — » s 4- ec. 4- A . Finalmente rimettendo l. z in luo» 

*•3-4-4 2-3 4 J-J 

go di u , c Jz in vece di a“du , ' fi ha S* Ì— — A 4 z 4- /. * 4- 

* ItZi 

• , » Il 

_L (/. *>> 4 ! (/. + — ! (/.*)♦ 4 - 

*. * 2. 3. l 2. J. 4- 4 


^ (/.*)’ 4- ec. -+- A . 

2. 3-4* 5-5 

243. Dopo aver data ia maniera d’ integrare le formole , in cui entrano 
quantità logaritmiche, palliamo a trattar quelle , le quali contengono quantità 
cfponenziali . Giulia il num. 46. Tomo V. <5. a’dx !.«. = «', e però 

S- “’dx = > a ’ : E P e l fum. 47. luogo citato S- ^ —J dx\l. b — L t 

r 

= ( 7 ) » con % ucn temente S- ( ~ ) n ^ • ( ~ ) • Pari - 


mente S- ~l~ Xrfx l. a — X ( la lettera X rapprefenta una funzione 


di x). Pel num. 48. fi ha Jy y'<iz 1 . j + z y r ’~‘ i b = J K ec. 

144. Premerla la notizia di quelli integrali palliamo a cercar gli integrali 
delle formole più compolle . Per farlo colla po (libile facilità Aggiungerò due for- 
mole generali dedotte a norma di quelle del num. *9. mediante le quali fi richia- 
mano le formole propolle all’ integrazione d’ altre più femplici, e fuireguentemerte 
quelle ad altre più fempfici, e così in poi. A quello fine allumo la forinola gene- 
rale . x*. che differenzio , e mi viene D. « r x’ == «' x" dx L * 

4 - n a" x dx, la quale equazione opportunamente ordinata, e integrata di- 

tJ X X n H 

venta fi.] S* *’ x “ d x — ; — C. a’ x* 'd x. Per aver 1 ’ integrale 

1 ‘ •’ L a La 

n . . 

di quell’ ultimo termine li moltiplichi la flelTa equazione fi.] per — ----- , indi 


fi fi> 


¥ 


. >% 

i' v “4nn-^ùv.'> rt ' •• . 
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13 foftituifca » — . i in luogo di a , e fi avrà - — C. a ‘ x*~ 1 d x 

L a yj 

* x*~~' ‘ n. b — i c , *— » ' • . 

" f/ gj, ** ^ 4 y » « * dx. Di quell’ ultimo termine fi otterrà Pio- 

tegrale con moltiplicare l’equazione (L) per , indi fo(lituire »-2 in ve- 

( /. a ) 


ce di b, Io che fatto ne verrà — 1 

li a] 

* X*-' X«— ì 


f s x = JL^z±£jC 1 

1 


( j. ‘ S* ** x »x » nel qual modo fe fi continueranno le ope- 


razioni, fi troveià [E] $• a‘x n ix — 


a‘ x ua x x 


i a [1. a]» 


«• b — i . a' x 


[ 1. a JJ 


b. b — i.b — i . a’ x n T * 

FTa— 


» I.B 2 . B 3 . a* X* *“* * 


[ La ]1 


ec. 


24J. Per avere la feconda formola geoerale prendo la formola — * 


» — 1 « 


«alia di cui differenziazione fi ottiene [ G. ] D. 


a* J x l , a 


X 


" ~ l. a* dx 


t 

l a 


che ordinata, e integrata diventa ( II.) — 


aVv 


„ — , +- — C, — — — Per aver l’integrale di quell’ultimo ter- 
a — 1 . x O x” 1 

)» a 

mine fi moltiplichi la fteffa formola [ 11. ] per - — -, indi fi foftituifea »— 1 in luo- 

1 . a C' a 1 i x a’ \. a 

x " * a — 1 • b — a ' x* “ 1 


V et p 4* £ x 

so di b , e fatto ciò ne verrà = — 

» — ij x » — 1 
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( 1. a Y C d x ’ „ • • ’ 

■+■ . . V. . Di quell’ ultimo termine fi otterrà T integrale 

• — l. * — i. J *• “ 1 

* . 

r i. a -i* 

con moltiplicare la formola [II ] per — ..pofcia foftituire n — 2 in 

» — 1. n — 2. 

, [ I. a 1* O a' d X 

vece di », Io che facendo fi trova 1 - . ■ ; \ = — 

* — i- * — i- O J , ~' t 

[L« 1* 


n — i. n — 2 . » — 3 . * 


— 3 


(!.«)> p a’ à x 

\ ■ — j ’ 

a — 1 . n — 2 . » — 3 x 


e cosi in poi: onde dopo le neceflarie replicate operazioni fi avrà (Fj ^ ^ = — 


1. a 


n — l. * n — 1 . » — 2 . x 

«'(!.« )‘ 


» — 1 . » — 2 . n — 3 . x 

a' (I. „y 


» — i 


n — 1 . » — 2 . » — 3 n — 4 . x 


» — 4 




n — 1 . « — 2. 


(',»)■*— 1 P «Va 

n — f n — 2 ' ,,,, 1 J x 


, , , , «V* 

246. Nell’ integt azione adunque della formola fi giunge Tempre final- 

0*lìx , * 

mente alla formoli -- — , di cui non fi fa alfegnar l’integrale, ma che per altro 

fi può efibir con una fer'e, come fi può offervar praticato al num. 242. 

240. Se l'efponente 11 farà un numero fratto, l’una e l’altra precedente for- 
mola ( I.). [IL]) ovvero (F-), (F) porterà a una ferie infinita. 

248. l’er applicare all’ efempio particolare le due date forinole generali (' ), 

a'dx 

[IL], 0 fia (E), [F] , prendiamo le forinole a'x' <rx, — — alfegnando all' efpo- 


nen- 
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I8j 


nente » i valori o, i , i , 3 , 4 et Dalla prima di quelle due fi ricavano i fe- 
guenti integrali 

S. a’ ix = -L_ a' 4 - A 
La 


$****=- 1 -*-x- T ±~ r 


a 9 4* A 


5 . a* x* ix 2 = -i— . 4 ' X* 

1. « ( I. « ) 


Z T- a,r x + rì'.V «* + A 


$. 4' x } dx = 4 * X 5 

* i. 4 [ I. 4 ] 


“ T «' ** + 


( i .4 )i 
[La]» 


<r x — 


2. t , 
— a' 


[!•«]’ 


S. a' x* i x ~ 


~ . a* x* 1 - 4' x 3 H L±_ a * x * _ 

1-4 < 1 . 4 )* r l a )3 


.. 4 a'x r ' a' 4 . A ec. 


La]* [ I. a js 

Dalla feconda fi ottengono i feguenti integrali cominciando da n — 2, perchè quan- 
do é h—o la forinola diventa a‘ix t il di cui integrale è _! a* 4- A e 

La * 

a* Àx , • 

quando è « = t la forinola rifulta — — - , di cui gii fi è detto , che non fi è per 
anche potuto trovar l’ integrale . 

a’ ix 


S a* ix a* 4 * 1 . a ( I. r / p a r ix 

• x> 2 X 1 2 . X + J. 2 X 

P rtx_ a' a 1 La a» [ 1. a f fU) ! £ aVx A 

U 1 ** JX J 2. 3. x\ I. 2.3.X **" I. 2. 3 0 ‘ X L + 


4- A 


Tom. VI. 


A a 


S a' ix 

X‘ 
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+ 


a’dx _ _ 

fl . «* L * 

4 '[ 1 . 4 ]* 

4' [ 1 . 4 ]> 

X' 

4x1 3. 4 - * 5 

2. 3. 4-x* 

1.2.3.4.X 

[i. «re 

1. 2. 3. 4'*. 

a’dx 

+ a 

J X 

a ’ 4 * 1 . 4 

4 '[ 1 . 4 ]‘ 

«'[ L«r 


' 4 - 5 - ** 

3 4 - 5 - 

2.3.4.5.X 1 

ri.«r c 

1.2. 

a Jx ■+■ A ec. 
J x 




249. In certi cali di meftiere prevalerli della formola [ G ] del num. 245. 

a’dx 


integrata , e ordinata in quello modo Q- — — — 

x 

1 Y n— r r\ a’dx . , .. a’ dx a ' 

— i . V.. — — , o fia con follituire n in luogo di a— 1 (M) — j- = — 4 - 

1. a 3 x" ’ J- x x U 


"—i 1 ■ 

x .la 

» x dx 

vj' x x" 


a’dx 


M ^ O* ti X • ** 

— — S.- . Così eflendo propolla da integrarfi la formola ~) 

1.4J »+l | — X 


a* dx 

poiché dal paragone di quella colla — dell’equazione generale (M ) fi ha 

1— x" — x" , fe fi foftituirà nell’equazione [M] 1— x in luogo di x” , ed m 

io vece di a, operando nella maniera tante volte praticata fi troverà 

m a" 


S a” dx £_ 

’ i — x" ~~ l—* 


x 1. a 


w-pl 


l — X ( 1.4 )* 


m. in -f- 1 . 4* 

"*+ *, I vi 

I — X ( 1 . « ) } 


». m -+■ 1 . 4 - 2 . 4* 

~T^~x m + ? ( 1.4 )' 


in. 1» 4 - 1 . I» + a ■ m ■+■ 3 . 4 
-m + 4 


t - X [ L 4 ]» 

m . IH -+- 1 . IH 4- 2 . m 4- 3 ■ W -f- 4 * 


4- ec. 


m + * /■ 1 „ n 

1 — X (!•'*} 


250. 
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250. Che Ce fi daranno ad m i valori 1, 2, ; , 4 ec. fi avranno i Arguenti 
integrali . 

£> a’Jx _ «* J *' t. 2 . a* 

^ 1 * 1— x. l* 

1 

— X [ 1 . «J* X — X 1 ( 1 a J> 

*• *• ?• «' 


1. 2. 2. 4. «' 

-1 --i -4- ec. 4 - A. 

1 - x + (1. 

«/ 

I — x 5 ( La )* 

aVx 

a' 

2*' 

S - »— x* » ' 

— X 

(La ) 1 — x ' [ L aj* 

2. 3. a* 

4 - 

* ? 4 - 25.4.7 A* 

1 — x * [L *]’ 
+ ec. + A. 

x — x ' (ì.a;* 1 — x° [La ]s 


a* 

_ - V* 

0' I=* 3 “ “ 

— x* 

La i-x’ [La]* 

V 4 - «' 

1- 

V 4 - 5 - a' 3. 4. 7. 6 

1 — x [ L A ]♦ I — X * [ 1 . A J» 

x — x' ( L a )> 
4- ec. -t- A . 

“f 

*Vx 


4 «* 

•+• 4 - 

La i — x ’ [ La )* 

J- 1— X 4 x - 

4 ~ 

— X 


4.5.*' 4- 7- 6 . a " 4.5. & n . a ” 

1 — x 6 ( I. a j* + 1 — x 7 ( I. « )♦ + 1 — x * ( l a )* 

-H ec. 4- A. 

251. Qualora poi fia data da integrarli la forinola a’ Jx 4- x ”, 

„ 

fi farà ufo della forinola ( I ), o fia (E) del num. 244. foftituendovi 1 -+• x 

T 

in luogo di x" , ed m in vece di n , con che fi otterrà S. a Vx X 1 -h x — 

1 

A a 2 a‘ 
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•'X 


u’Y i -+- * ma* Y l -h x 


X 


1 . a 


c / 


m. 


m 1 • a ‘ X" 


( *• - v 


m . m — l . m — 2 . a’ ^ 


i -h x 


m — } 


(La)* 


m. m — i . m — Z . m — 3 . a' ^ 


m — 4 


( La )5 


— ec. 


Quindi fc ad m fi a degneranno i valori 1 , 2 , J , 4 ec. , fi troveranno i tegnenti 
integrali. 


S-*''* x' 


1 4- x 


- x 1 -»- * 

L a 


a? 


(La/ 


4 - A 


S- ^ X X 1 ■*■ ** = 


- -IX. L± * 




C L a )) 


S- * tdx X' 


a‘ X 1 4- x* _ j 4'X ' -+■ > 
la. (La ) 1 


z- 3- «* X « + * _ . A 

( 1. * y U«)‘ + 


S- a , X rrr = CJ£t± - + 


3 - 4 - 
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189 


?• 4 - •’ X 1 -+- _ 2 -_i- + *' X i + * r - J - ?• 4 - a * 

(LO 1 (!•«)» [ 1. « ]‘ ^ 

15». Quantunque dalle cofe dette di Copra fi raccolga abbastanza come deb- 
ba fi operare per ridurre all’integrazione quelle forinole per mezzo delle ferie, non 
farà per altro affatto fupetfluo l’aggiungeme qui un efempio. Si debba clibirc con 
una ferie l’integrale di quella forinola xV*. Operando nello ftelfo modo, con 
cui al nutn. 141. fi è trovata la ferie, che dà il valore di a“ , fi prenda la ferie , 

che fomrainiftra il valore di x r , e fi troverà x r — 1 -f- x I. x 4- JL x* ( L x V 

1 v 

I I * 

4 x> [ I. x ]» 4 x* ( I. x ) 4 4- ec., della quale equazione fi mol- 

. 2. 3 2. 3. 4 

tiplichi ciafcun termine per d x, pofcia fi pafli all’ integrazione, e fi avrà 
S- *’ d x — 


S- dx -+- xafx.l. x -t- — xVx.(I.x) l H — x ! i/x( l.x )*4 — jc’dx(l. xY*-*-ec. 

2 2. 3 2.3.4 

Ma per aver l’integrale di quello fecondo membro, bifogna integrare ciafcuno 
de’ di lui termini; che però giuda le cofe dette ai num. 231., 232., 233. fi pren- 
dano gli integrali di quefii termini come fegue 

S. x d x \. x — J- x x 1 . x — — xx 

2 4 


JL Q. xVx ( L x)* 5= -i— x’ ( 1. x )* 

2 2 . I 

r~, S *‘ 


dx (1. x)> = 


2. 3. 4 


— — x s 1. x 4- L x } 

9 27 

( 1. x )> — — J— )d (U)‘ + 
2. IO 


— L_ x 4 I. x — 
2.32 


I 

2. 128 


X 4 


e così in poi: Che però fe fi fommeranno infieme tutti quelli integrali, fi arrive 
rà finalmente per mezzo di un numero infinito di ferie infinite procedenti fecon- 
do le potefià di 1. x al ricercato integrale della data forinola x' dx. 

253. Integrate che fianfi quelle forinole efponenziali reilano in feguito da 
cofiruirii i loro valori, che fuppongo fempre eguali a y, cui altrove ho detto do- 
verli fempre confiderarc eguale qualfifia formola, liccome eguale a d. y fi può 
fempre Supporre qualunque formola differenziale data per x. Ora in quelle equa- 
zioni efponenziali l’efponente o può edere una quantità collante, o una quantità 
variabile: In oltre eflenrio collante, o può edere razionale, o può edere irrazio- 
nale. Ogniqualvolta l’efponente fia una quantità collante razionale, l’equazione fi 

co- 
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coftruirà coi metodi dati nel IV. Tomo: Ma fé l'efponentc farà o una quantità co- 

ftante irrazionale, o una quantità variabile, moftrerò adelfo con due efempj co- 

me debba» operare per collruirne l’equazione. Prendiamo il priaio efempio dall’ 

equazione x ^ 1 = y • Per coftruire quella equazione palio primieramente da' nu- 
meri ai logaritmi così I. - Lj,ofia ^ 3 L x = I. ji . Meda in propor- 
zione queda equazione ritrovo i : V 3 : : I. x : I y Adunque della curva da. co- 
prirli le vari-bili x, 7 devono oflcrvare tra loro tal rapporto, che il logaritmo 
di x dia al logaritmo di y come da 1 a y/ 3 . Alfegno pertanto alle abfcifiè x i 

valori o, t, z, 3, 4, S ec., de’ quali valori prendo in fegmeo i logaritmi, indi 

con ciafeun di loro indituifeo queda proporzione, come ta^?, cosi il logarit- 
mo della tale abfcifla al quarto, che farà un logaritmo, il di cui corrifoondente 
numero fomminidrerà l’ordinata della curva, che compete alla filata abfcilTa. In 
quedo modo ordinando il calcolo fi trova, che ai valori di x = o , 1 , z , 3 ,4 ec. 
tanto politivi, che negativi corrifpondono le feguenti ordinate, c però la curva 

deli’ equazione x^ i — y ^ D A P E Fi g. 9. 

Abfcide. Corrifpondenti ordinate. 


x = i 

X = 2 

X = I 


I 



I 

X = — 

5 


J 

y 

3 

y 

3 

3 

y 


d 71 
3. 28 

1. 00 
100 

100 

CrjT 

100 

1103 

100 

1O24 


x = o 


3 ~ 0 


254. Ci verrà fomminidrato il fecondo efempio dail’|equazione x v = y . 
A fine di cofiruirla fa d’ uopo palTarc ai logaritmi così x,/il.x=l.y , dalla quale 
equazione fi ottiene queda proporzione r : x\/l ::/. x:/.ji, da cui li rileva, che 
le coordinate x, y della curva da codruirfi devono eller tali, che il logaritmo di 
x ftia al logaritmo di y, come da l’unità ad xy/i : Per lo che aflegnando ad x 
i valori o, 1, z, 3, 4 ec. tanto pofitivi,che negativi, polcia prendendo di quelti 
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valori i convenienti logaritmi, fi faccia come i ad cosi /. * al quarto, che 
tara un logaritmo , il di cui cornfpondente numero farà il valore dell’ ordinata di 
quella tale adunca abfciflà . In quello modo operando, trovali che alle aldeide sì 
politi ve, che negative procedenti fecondo la ferie naturale competono le fcguenti 


ordinate , e in confeguenza la 

curva dell’equazione x *^ 1 =: y t DEFGH Fig. 

Abfcifiè 

Corri fponden ti ordinate 

x=i 

> = ioj. 77 

» X = 2 

3 = 71. 01 

X~I 

<-» 

II 

M 

O 

O 

x= i. 

_ IOO 

• ' 

ìòj 

1 

100 

7 

y— ut 

X * 

y IOO 

4 

~*ì 

_ X 


7 

y 158 

xzro 

3 — Vi 


Affinchè meglio veder fi pofla il modo d’operare nel defcrivere quelle curve, fog- 
giungerò la coftruzione geometrica della curva della prima equazione V 2 l. x =l.y. 
Sia defcrttta -la logaritmica M«G (F/j.9.) , della quale gli adi fono FC. AL, e 
il proronumero è AK . Sull’ ade AL fi prenda aL:=V 3; e poiché l’equazione 
V 3. l-x=l.y fomminiftra quella proporzione 1:^3::/- x:L », con adiimerii 
una quallivoglia abfcifià AH = x, il di cui logaritmo é HN = AB, fi tiri dal pun- 
to K al punto B la retta KB , alla quale fi conduca parallela la LF, con che fi 
avrà AF = /.ji, ed FM=.j, mentre eflendo fimiii i due triangoli AKB, ALF , fi 
ha AK (=1) : AL (=V3) : : AB /• x] : A F [=/.ji] Se pertanto fi prenderà 
col coinpadò la FM , la quale fi trafporti da H in P normale alla AL, il punto 
P farà fu la curva cercata. Parimente fe fi prenderà l’abfcifla AT ~x, cui com- 
pete il logaritmo T«=AQ_, e dal punto K al punto Q^fi tiri la retta KQ, cui 
dal punto L fi conduca parallela la LR, farà AR =l.y, ed R b—y: Onde fe fi 
prenderà col compado quella Rè, pofcia fi trafporti da T in E normale alla AL, 
farà il punto E fu la curva cercata j e in quello modo fi troveranno della mede- 
(ima quanti altri punti fi vorranno. 
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i<<. Veniamo finalmente alla terra parte, © vediamo come debbafi operare 
per prendere eli integrali di quelle Corniole , che contengono funzioni di circolo . 
Prima di tutto ripagamo le forinole più femplici, la di cui integrazione fi racco- 
glie da quanto ho detto all’ Art V. Capo L Tomo V. Ivi colla lettera x ho de- 
nominato tanto gli archi, che i Ceni, cofeni, tangenti ec., ma qui per maggior 
chiarezza la lettera x rappretenterì tempre un’arco di cerchio, il di cui raggio è 
, e i Ceni, cofeni, tangenti ec. fi efprimeranno cosi Sen.x, Col.*-, Tang.x ec. 
cioè Seno dell’ arco x; Cofeno dell’ateo *• 

256. Pel num. 5 }. [in quella, c in tutte le feguenti citazioni intendali citato 

d. Seri, x 

il fuddetto Art. V. del Capo I. Tomo V.] fi ha d.x = 


j/i — ben. x 


Dunque ^ 


d. Sen. x 


* 57 - 


y/ I — ben. x 
Pel num. 55. fi ha 

d. Cof x 


d x — 


d. Coli x 


|/ x — Cof. x 


S 1/ 1 — Cof X 


*58. 


y/ 1 — Cof x 

Pel num. 57. fi ha dx ~ 


d. Tang. x 
■I 

1 4- Tang x 


: però C. 


quindi 


d. Tang. x 


H-Tsng.x 


— x , 


a $9. Pel num. 59, 

S d Cot. x 
1 4- Cot. x 


i. fi ha </x = - 


d. Cot. x 


x 4- Cot. x 


— ; e in confeguenza 


d. Sec. x 

260. Pel num . 6 1. fi ha dx ■ .== =: i onde 

Sec.x X|/ Sec. x — I 


S d Sec. x 

. — : = = = x. 

Sec. x X V Sec.x — 1 
aóx. Pel num. 63. fi ha d. x ~ — 


d Cofec. x 


; confe- 


Cofec. x j/Colec. x — I 


guen- 

/ 
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guentemeote 


S- - 


d. Cofec x 


161. Pel num. < 5 j. fi hi dx~ 
d. Sen. ver. x 


Cofec.xj/coiec. x * — 1 

d. Sen. ver. x 


|/ 1 Seti. ver. x — beo. ver. x 1 


*9Ì 


quindi 


s 


|/ 1 Seti. ver. x — Sen. ver. x • 

m. d. Sen x 

263. Pel num. 67. fi h* md.x=z — _ rr - i dunque 

\/ 1 — Sen. x 1 

m d. Sea x 
\/ 1 — Sea x * 

* md. CoC x 

164. Pel nata < 58 . fi ha md.x — - ; — : e però 


ss m x. 


1 — Col. x 


s- 


s ; 


w /. CoC x 
j/i — Col x 1 

f. Pel num. ftelTc 

w 

m d. Tang. x 


md. Tang. x . , 

2<5j. Pel num. fteCTo fi ha md.x — — 1 e w coofeguenaa 

«r I ■+• Tang. x 


Tang. x 

m Cot. x 

266. Pel num. fteflb fi ha md.x = — '■ ==~ ; onde 

- 1 -h Cot.x 


S m d. Cot. x 

• =ssr--= mx - 

1 -t-Cor. x 


m d Sec. x 

267. Pel num. fleflò fi ha md. x ss 1 r r — ; quindi 

Sec.xX j/acc.x — >: 

S m d. Sec. x 

. — r rr — mx. 

Sec. x X k hec. * 1 — 1 


Tomo VI. 


Bb 


16S. 
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m i. Cofec. x 


2ÓS. Pel num. fteffò lì hi ih d. x == ■ 

Cofec. x l/Cclcc.* 1 — t 

md. Codec, x- \ 


; confo- 


guentc mente — 


22: m x. 


Cofec. x l/i^olec.x 1 — i 

m d. Sen. ver. x 


269. Pel num. Beffo fi ha md,x — 


y/ i Sen. ver. x — Sen. ver. x 


p.,6 5. 


m d. Sen. vec. x c 


|/ 1 Sen. ver. x — Sen. 


ver. x 


270. Pel num. 73. fi ha d. Sen. x.— d. x X Cof x; onde $. & ^ X C°f * 
22: Sen. x 

271. Pel num. 75. fi ha d. Cof. x — — V.x)( Sen. x; dunque $. — d.x)( Sen. x 
— Cof x. 


272. Pel num. 77. fi ha d, Tang. x: 
Tang. x . 

273. Pel num. 79. fi ha d. Col x = — 
dx 


— ; quindi Q. — g- 
Cof x Cof x 


</x 


Sen. x 


; e in conferenza 


S tx „ 

. — = Cot. x. 

Sen x 

274. Pel num. 81. fi ha d. Sec. x — dx Tang. x.Sec. x: 

. „ . _ _ r- dx Sen. x 

pero $. dx. Tang. x. Sec. x = X. = Sec. x . 

^ Coli x 

z/xCof X 


I 

■* 

VxSen. x 
Cof x 


onde 


275. Pel num. 83. fi ha i. Cofec. x 
dx Cof. x 


■ d. x.Cot. x. Cofec. x; 


s- 


Sen. x 


Sen. x 

s- — dx. Col x. Cofec. x — Cofec. x. 


27(5. Pel num. 8 j. fi ha d. Sen. ver. x = dx. Sen. x; adunque $. dx Sen. x 
2= Sen. ver. x. 

177. Devefi offervare, che le ritrovate efpreflioni poffono {ubi re ancora 
qualche mutazione, in quanto che nelle date formale in luogo di Sen. x, Cof x, 
Tang. x ec. fi pofiono foftituire altri loro valori prefi dal num. 16. del calcolo 
>. . de’ 
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m 


triangoli piani Tomo IU. Cosi la forinola del rara. *71. fi rapprefenta in quello 
_ Sen. x ^ poiché pel rara. 2 6 (L) del calcolo de’ 


modo 


s 


Coli x 


Cut 


S-p. 


Col. x 


triangoli piani Tomo II L fi ha Tang. x =3 

178. Parimente la formola del num. 273. può avere quella forma 

S I* Cof x ... . . , , , 

• — -- = , poiché pei cit num. 16, (IV.) è Cot. x =z 

Sr*n. x Sen. X * 


Cof 


Sen x 


279. Dalla (orinola poi del num. 272. fi ricava $.</. Tang.x X t-cli x * = x , 
e dalla formola del num. 273. fi ottiene S- — d. Cot. x X Sen. x 1 ~ x . 


28a Dalla formola del num. 274. fi ha Q. - Sf C ' * X C« 1. x 

O Sci. x — x > 

, , I, , ... . C d-Cofec. X X Sen. x 

e dalla formola del num. 275. ne viene CiZ 17 — - ~ x 

281. Inoltre fi haV Sen. mx =zmd. x X 'Cof mx, e però $d.x X Cof mx 


— — Sen. 


282. d. Cof mx = — mix X Sen* »•*; quindi S- dx X Sen. m x z= 


— Co C m x . 

m 


Z83. i. Tang. ; onde Q, — ■ = — Tang. mx. 

Col. mx Coi. mx M 

284. d. Cot ** = — — V - , , confeguent emente Q- — . 

Sen. m x ^ Sen. m * 


— Cot mx. 
m 


Bb 2 


28 S . 
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t 

mix YSen.mx ix Y Sen. wt x 

385. i. Sec.mx = . ^ , dunque Vy ; 1 = 

.... ! . , Col.01 x . Coll m x 


— ' Sec. ni x. 

m 


... - - ' * ix X CoC m x* 1 . ' r>* </x X CoCm x 

2 84 i. Cofec. mx — — I , quindi V — 

Senwx ^ 


— Colè e. wi x , 

m 


Sen. m x 


287. i, Sen. ver. mx—mix X Seti. m x , onde S- dxSen. m x — 


— Sen. ver. m x . 

m 


288. A 


m<f.v X Col! m x 


Sen. m x 


Sen. m x 


peri, J 


ix X CoC.mx 


Sen. m x 


iScn.m x 


s 


r mix X Sen.mx 

28S3 . i. =-7 — — ■ T — , e in confeguenza 

7 Cof.mx Co Lm x & 

r 1 
d x X Sem . mx 1 


CMi^r »coi:»x- 

290. Prima di venire all' integrazione delle formole co rapo Re cerchiamo gli 

d. x d. x 

integrali di quelle quattri fòrmolc fèmpliciflùne I. ^ — ; li. * ; 

... i xCof x ZxSen.x _ . . r. 

1 IL - ^ — ; IV. Per integrare la prima fi moltiplichi il di lei 


numeratore , e denominato re per Sen. x, onde fia 


t x 
Sen. x 


i. x Sen. x 
Sen. x r 


i. x Sen. x 1 % , c 

— r CQ n fòffituire * — Coi x in luogo di Sen. x ) • Ora fe n 

x — Cof x 

Eippotrà CoC x e= a , fi troverà Sen. x — y" 1 — z 1 (pel num. 2 j, del calcolo 


de* triangoli piani Tomo III.); i.x =- 


in 


Vi —*. 1 


(pel num. jj. Tomo V.); 


co* 
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* 9 ? 


onde mediarne la fofliturione di quelli valori la formo la — — g tra*. 

1 — Coll x , 

J 

, il di coi integrale [pel mira. tu. X- delle formoìe eli- 


forma in 


I Z'Zi 


benti lettori iperbolici] è — — L JSÌl— = [con rimettere il valore di s ] 

2 i — a ‘ 

— ~ l - , c-f — = l 1 - ~ C0(: - . Ma ( pel num. 27. XL del calcolo de’ 

2 1 — v.01.^ y IH _ Colia 

triangoli piani Tomo HI.] fi ha 1 +CoC x = 


Seri, x 
Tang. - x 


-, e [per lo Beffo num. 


27. XIV.] è 1 — Cof x =Sen.x XTang. H-x; dunque 


1 — CoCx 
x ■+• Cof. x 


Tang. — x , Co jj K- _ L x ■ confeguenteraente 

V J + Coli x * 

S i x 1 

r x - 

291. Per integrare la feconda forinola fi moltiplichi il di lei numeratore , e 


denominatore per Co £ x , e ne verri — _ 


/ *• 


J.xCofx i. x Cof x 


Cof. x 


Coli x 


x — Seti oc 


Ora li ponga Sen. x — a, e fi avrà Cof x = y 1 — aa ; — 

— , de’ quali valori la folli turione trasforma la formok Co ^ x jj» 

V* 1— S^c* 

éht _i_ 

, il di cui integrale ( pel cit. mira tu. X. > è L i -* a — 

1 — za • 2 x — » 


_ . -, . 1 , 1 -f- Sen. x „ Vi - 4 - Sen.x 

( con nmettere il valore di *) — £ = t, — . 

2 1 — Sen.* yi — Senjf 


Ma 


\ 
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Ma t 4- Sen. x — CoC xXTang. 45 ° ■+■ x , e t — Sen. x = 


CoC x 


TaJig. 4 S° £-* 


, j. J -+■ Seti, x _ „ 1 

. ; quindi =5 Tang. 45 0 -4* —x 1 e 

1 — Sen. x z 


Vi -4- Sen.x 


Vi — Sen.x 
i. x 


— — = Tang. 45? 4- i-x, confegueotemenee 


* -mrr = 4 Tan * 450 + r x - 


192. Ho detto, che i -+- Sen.x — CoCxXTaog. 45* 4- -^x,ed i«— Senx 
Cod x 


Tang. 45 0 4 - ~ x 


Di fatto (ì chiami — z l’arco, che è complemento del da* 


tò arco — x . Pel num. 27. XV. del calcolo dei triangoli piani fi ha Sen. z: 

1 4- CoC * : : 1 : Cot i- z, e pel XVI. fi ha Sen. z : i — Coli u: Cot. ~ z: r. 


MaCot l — z — Tang. 90° — l — z = Tang. ~~ 4- 


90° 


Tang. 4J 0 4 - poiché eflèndofi prefo z pel complemento dell’arco x, é 


9°‘ 


- — — x; dunque (perchè pel num. io. del calcolo de’ triangoli piani 


Tomo III Sen. z — Co C x, e CoC z =r Sea x) CoC x : 1 4- Sen. x:: 1 


Tang. 4$* 4 - — x , da cui fi ottiene I 4 - Sen.x = CoC xX Tang. 4}°4- x; 


e CoC x : 1 — Sen. x Tang. 45° 4- — x : 1 , donde fi ricava 
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Cof. * 


ig 9 


Tang. 4J* 


1 

— X , 

2 


ti. xY Co C x 

293. L’integrale della terza formola — — è /. Sen. x> come per 

fé è evidente: E ficcome (pel num. 2 6. L del calcolo de’ triangoli piani Tomo 
Hi.) è C ° C * 


Sea x 


, e [per lo fteflò num. 16. IV.] * — 


Tang. x 
d xCoUx" 


Sea x 


_ ... p «. xCotx p i.x „ . „ 

Cot. x , perciò è ~ v. = Q. d. x Cot. x — l. Sen. x 

O Sen. x Tang. x 

J v Q^n x T 

294. L’integrale' della quarta forinola . è — l.CoCx—t. 


CoC x 


Cot x 


Sen. x 


E poiché [pel cit. num. 26. 1 . ] — ; — ■ = Tang. x, e [ per lo fteflò num. ìó. 

Lol. x 

Sen. x I , P dxSeax 


Cot x 
d.x 
Cot. x 


I .. . p d xSen. x - , 

= -r, » perciò è S.. = S • * Tang. * ~ 

Coti x CoL x 


IV.] 

.=— LCot x — /• 


I 

Cot x 


295. Se fi fommeranno infieme quelle due equazioni 


d xCof.x 
Sea x 


dxGtx d.x Sen. x 


, _ O «.xSen.x . _ . . . p d xGt x 

/. Sen. x, S : = — /. CoL x, fi avrà V. -+- 

’ 0 OoLx J Sea x 

/. Sen.x — l Cof x, vale a dire 


d x X Cof. x 


Sen. 


Sen.x X Cot x 
Sen. x 


= t. 


Cof. x 
Sen. x 


, — 7 — 1 a Sen. x p 

[ perchè Cof. x -+- Sen. x = 1 , e — ^ — — Tang. x ) ^ - 


Cof. x 
d x 


,0 Ga 


1. x X Cot x 

L Tang. x. 

2 96. Dalla maniera di differenziare le funzioni dì circolo data ali’ Art. V. 


Cap. L Tomo V. rendei! per ultimo evidente, che $. & x'Sen. x CoC x = 


1 * 1 

Cof. x , e C. dx. CoC x Sen. x = Sen. x 

n-t-i > or D+-1 


297. 
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297. Dopo aver trattato delle formolo fcmplic : palliamo adefTo al modo 
d’ integrare le formcle compone . Per maggior ordine , e chiarezza le diftribuì» 
rò in tre dadi. Alla prima richiamerò quelle forinole le quali contengono ar- 
chi di feni , cofeni ec. dati. Ammetterò alla feconda dalle quelle, che conten- 
gono foli feni, o foli cofeni ec. Nella terza claflè riporrò quelle , che conten- 
gono infieme feni , e cofeni . Per integrare poi quelle forinole fatò ufo di for- 
inole generali opportunamente dedotte a norma di quelle de’ num. 29. , 49. ec. 
mediante le quali fi riduce l’ integrazione di una data forinola all’ integrazione di 
altre formolo di grado fucceifivamente inferiore. 

298. Prima ài venire al modo d’ integrare le forinole appartenenti alla prima 
dalle fi ofl'ervi, che in tutte quelle forinole la lettera z rapprefenta il valore del 
feno , cofeno ec.; onde quella efprelfione Are. Sen. z. vuol dir arco, il di cui 
feno è z; cosi Are. Cof. z efprime arco, il di cui cofeno è * ec. Ciò o (ferva- 
lo prendiamo la forinola generale Z ' Are. Sen. a (la lettera Z è data comun- 

"U- • 

queperz): Differenziandola fi trova D. Z 
-j -J. Arc.Sen.zX Z 


Arc.Sen.z.= n+-i .Z’d» A re. Sen. a 
d z> 

j cioè ( perchè d. Are. Sen. z = — pel num, 53. 


’dz 


Vi — za 

1 ■ . 

Tomo V.) D. Z Are. Sen. z = n-hi . Z" dz Are. Sen. z -4- 

• V 1 — ** 

quale equazione opportunamente ordinata, e ridotta all’ integrazione diventa 


la 


g. Z" dz Are. Sen. z 


. Are. Sen 


1. z — Q. — — . 

cJ »4-i 


Z" + *d z 


299. Si differenzi in fecondo luogo la formola Z ' Are. Cof a, e fi avrà 

D. Z + \ Are. Cof a = «4-1 . Z" da Are. Cof. a -f-d. Are. Cof. *)(Z + , 

vale a dire (perchè d. Are. Cof a X - ■ pel num. 5 j. Tomo V. ) 

Vi — aa 

1 . 

"+ 1 Z 

D. Z . Are. Cof a := n-f-i . Z" da Are. Cof a ; 


■ , che integra* 


Vi — za 

t »-*-i 

ta, e ordinata diventa C, Z’ da Are. CoC a = Z Are. Cof % -u 

W’f"! • 

Z"* ' dz 


S I a /iz 

*'*~ I Vi — az 


Vi- 

» * *■4- t 

300. In terzo luogo prendiamo la formola Z . Are. Tang. z, da cui con 
operare nella maniera poc’ anzi praticata fi dedurrà la feguente equazione 


s- 
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S I , T C 1 Z'*'j& 

.ZV* Àrc.Tang. * = — - 2 Are. Tang. * — V — . — — 

° »-f-l ^ »-f-I i-t-z» 

30 t< In <}uarto luogo operando nella fletta maniera fu la forinola 

Z *" 1 . Are. Cot. s C ottiene S- Z" dz Are. Cot. s = -i— Z Are. Gota -t- 

o+t 


C _i_ 2 ** X 

r-t-z* 

30*. Si hanno pertanto le quattro Tegnenti equazioni , delle quali nella 
l tante volte praticata devefi prevalere per ridurre all' integrazione le foi 
enenti archi di feni, cofeni ec. dati 


mera 
contenenti 


ma- 

forinole 


III. S-Z"Z*Arc. Tang.z=^-j Z . Are. Tang.z — ^ * ~7 


V 

z n +'d* 

«-HI * 

V 1 — zz 

X 

Z’+ ’ dz 

«TT 4 

4/1 — zz 

I 

Z"* 'dz 

«Ti 4 

1 -hzz 

I 

Z’-V* 


I + zz 


1 1 

303. In quelle equazioni poi fi noti, che Z è = $.Z“dz, vale 

X t 

a dire che in luogo di — — Z fi deve porre l'integrale di Z" dz,. 


"-ri 

304. Con due efempj ridurrò alla pratica l’ ufo , che devefi fare di quelle 
equazioni. E primieramente debbafi integrare quella forinola z‘ dz. Are. Coli z. 
Si prevalga dell’equazione [IL], e fi avrà g. z" d z. Are. Coli z — 


1 

u-rt 


z”'*~ t . Are. CoC z ■+■ — 


■rii 

. — £ : Onde non retta più che a pren- 


yi — zz 

derfi l’integrale di . ? , il quale fi trova colle regole date di fe- 

”" t " t Vi — zz 

pra. Se pertanto fi attigneranno ad « i valori o , 1 , 2, 3 , 4 ec. , fi troveranno 
i feguenti integrali 

Tomo yì. Cc S* 
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S- dz A f c« Cof. * = «Are. CoC * 4 C. — 4. a 

\J y t — sa 

S- z,dz. Are. CoC * = L a* . Are. Col. z 4 — Q. ~ 4 A 

1 1 *-* Vi — sa 

S- * l dz. Are. CoC z = L a 5 . Are. CcC z ■+■ — C. a ■ 4. A 
ì . J Vi — Zi 

$• s 3 dz. Are. CoC s = L»* Are. CoC a 4 Ì-C. z% dz ‘ -+. A 
A ^ Vi — ** 

S- * 4 dz. Are. Cof. r=ìji. Are. CoC *4 i- C. — a? ^ a 4- A 

5 5 J Vi — %z 

S- z' dz. Arc.CoC a— L a 4 Are. Co C 6+ J-C, — • 4. A ec. 

6 4 J Vl^Ii 

* ”«♦* I , 

1 - Xt dz* 

ove fe fi porranno gli integrali della Corniola C. — . prefi da’ num. 

*+i O V 1 — zz 

204., 205., fi avranno finalmente gli integrali cercati, che fono 
S- dz. Are. Co C z~z. Are. Co C a — V 1 — z-a 4- A 

S. zdz. Are. Co C a = i. a*. Are. CoC a — i. z Vi —za 4- L Arc.Sen.s4 A 

2 4 4 


S- a 1 ^*. Are. CoCa = — * J . Are. CoCa — J_ a * ì. i/", ss-4-A 

5 9 9 

S* a» dz. Aie. Cof.x = -*♦. Arc.CoCa 1 *' r i/,_ zz> 

4 4. 4 2. 4. 4 

4 — ^ — Are. Seri. a 4 A 

2. 4. 4 


S- x?dz. Are. CoC a = La’. Are Cof a — :. B «. 1 ' 4 ' x » I,4 ’- |/r — 

S 5-5- 3J-5- 3-5- i* 


+ A 


S-s’ 
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S. z^a. Are. CoCa = L»«. Arc.CoCa JLÌ_*5__ JLiLL l/i 

6 6.0. 4 .6.6, i. 4,0.0- 

i. J. <. 

-f 2 — — Are. Sen. a -f- A ec. 

2.4.O.Ó. ^ ^ a*Za 

305. Prendiamo ii fecondo efempio dalla forinola — Are. Sen. a. Per 

V* — ** 

ridurla all’integrazione de veli prevalere della forinola (I.), nella quale in luogo 

a 1 / z 1 

di Z*Wa devefi porre — ■ . e confeguentemente in vece di z ’*~ 1 

Vr — aa 

Z* d% 

deveC fcrivere l’ integrale di — ■ . che (pel num. 154. II. delle forinole e£i- 

V 1 — ** 

benti aree circolari) è — — a y'r — aa 4 - Are. Sen. a. Ciò facendo fi ha 
z x dx> 

S . — - Are. Sen. — JL a V 1 — ** • Are. Sema 4- L Are. Sen. a * 

Vi — t t 

— Q — i- a Vi — za 4- —Are. Sen. a Y~~=r=: Macon fare l’attuale 
Ut t /N v't— aa 

moltiplicazione quello fecondo termine diventa 
, Q. — i- xJz, 4- —Are. Sen. a Y — — — ~ La* — 

o t. t A v — - 4 

i Q. — Are. Sen. a; Onde non rella più, che a prenderli P integrale 
2 'U y j — aa 

d Zi 

di — Are. Sen. a , il quale integrale fi ottiene mediante la ftelfit forinola 

V» — za 

d z 

(I.), in cui devefi fcrivere — — ■ — in luogo di Z" </z , e in confeguenza in 

Vi — *a 

I 1 * d z 

vece di Z devefi porre P integrale di — , che è Are. Sen. a 

"+ 1 Vi — *a 
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con che fi trova 


S . — - * — Are, Sen. a ; Che fè fi trasferirà queft’ ultimo termine daii* altra 
i — za 


s 


d a 


Vi — sa 


Are. Sen. a =2 Are. Sen. a — 


Vi — sa 


parte del fegno tf egualità, ne verrà 2 Q. — Are. Sen. a — 

^ Vi — ** 


■— — i p d % 

Are. Sen. a » c >v. .. 

V 1 — sa 


Are. Sen. a = — Are. Scn. a i coofeguente- 

2» m 


mente ~ C. _ dt * — Are. Sen. a = — — Are. Scn. a ’ . Adunque V in- 

* vj V » — a» ^ 


«graie cercato è C. Are. Sen. a — — — * Vi — ss. Are. Sen. » 

J Vi— ss 2 


4 - — Are. Sen. a 4- L »* . 

4 4 

I06. D' cgual maniera fi prevale delle altre equazioni dei nura. joi. fecon- _ 
do il bifogno . , , , 

307. Operando nel modo fteflo, e facendo ufo delie quattro figlienti equa* 

aloni 

I. S Z "—di. Are. Sen. a" = - Z." Are. Sen. a " — 

ìt 


s 


m Z Va 

" Vi — s» 


— — X 

Are. Sen. * 


IL S- Z*— Va Are. CoC a” = - Z." Are. CoC a” -4- 
0 n 


V ' “ V« — ss 

IIL S- Z" — Va Are. Tang.a” =2 — Z." Are Tang.a — 


S ta 2 .”d& 
•a 1 4 - *» 


■ ■ - 1 

Are. Tang. * 


IV. 
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IV. g. Are. Cot. 2 — ■— Z." Are. Col % -f. 


2«s 


s.-: 


Z* d z Are. Cot. 


n 

l 


1 -h zz, 


u • ____ ___ 

(ì rid uranno all’ integrazione le forinole Z J z Are. Sen. z 


d 2. Are. Cof. 2 ; Z ^2. Are. Tang. 2 


Z ^2. Are. Cot. 2 . 11 calcolo per altro crelcerà finoderatamente a rai- 

fùra, che faranno maggiori gli efponenti », ». Qui pure de veli ofl'ervarc quello, 

che fi è detto al nura. 303., cioè, che in luogo di l~ Z” develi porre Fin- 

» I * 

tegrale di Z iz. 


308. Debbelì per efempio integrare la formola in. Are. Sen. 2 . Sì 

prevalga dell’equazione (1.) facendo in efla n = I , e con ciò ne verrà 

» — " /-v ni 2 - 

S- * 2. Are. Sen. 2 = * Are. Sen. 2 — » s.. ■ Arc.Sen.x 

Vi — 22 • 

Per integrare quell’ ultimo termine fi faccia ufo della fteflà equazione ( J, ) folli. 

ndz 

tuendo nella medefima m — 1 in luogo di m; ■ ^ — ir» vece di Z"~ t dz l e 


|/ 1 — 22 


in luogo di — Z’ F integrale di 


sdz 


Vi — 22 


, che è — V » — *» , con ebe fi 


avrà 


-s 


zi» 


Are. ben. 2 


—m Vi — »2 . Are. Sen. » 


Vi — 22 

m . m — 1 — i 2. Are. Se». 2 Della fteflà equazione (I.) lì prevafga 

per ottener F integrale di quell’ ultimo termine, nella quale halli a porre » 2 

in luogo di », — 2 in vece di i- Z% confèguentemente fi deve fare »-=ci s 


lo che fatto fi troverà m . m — 1 $. — in. Are. Sen. 2 — 


». 
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m . m — i . * Are* Sen. * 

Quindi F integrale cercato fi troverà eflère 


: r» — 

— m . m — i . m — z >y — Are. Sen. a ec. 


g . dz- Art. ben. a = z. Are. Sen. a 4 - « y/ i — zz. Are. S cll . % 


m . m — i • a. Are. Sen. a — m ■ m— i . m — ay 1 i — aa . Are. Sen. a 


J 


^ ^ 

j*i—i • *»— 2 • » — J • *. Are. Sea a ec. 4 - A . 

Quefta operazione poi de veli tanto cominuare, finché fi giunga a un termine, 
che non contenga Are. Sen. a, lo che fuccederà Tempre, qualora l’efponente m 
fu un numero intero, e pofitivo. 

309. Per integrare le fcrmolc, che fpettano alla feconda claflè, come fono 

d x Sen. x" , dx Coli x ( qui la lettera x , c così in feguito rapprefenta al 
Polito un’ arco di cerchio ) prendiamo dai num. 98. , 99. Tomo V. le due feguenti 
equazioni • 

I. dx Sen* x = — — Col. x. Sen. x -f- 

** tK 

cl=ì dx.*rr m - 1 . 

li. C. d x Col. x — — Sen. x . Cof. x * 4- 

*■' Iti 


H—L C. dx. Col. X ” 

m 

delle quali devefi prevalere nel modo tante volte praticato , mentre per integrare 
1’ ultimo termine di ciafcuna di quelle due equazioni devefi far ufo della rotdefi- 
ma equazione con fare le opportune neceflarie foftituzioni : Così per integrare 

il termine C .dx. SenTx ” * dell’equazione (I.) devefi in effa foftitui- 

m ^ J 

m — 1 

re m — 2 in luogo di m, indi moltiplicarla per -jj— , con che ne viene 


m— 1 Q 
m G 

m — 1 . m — l t 
m . m — 2 vJ 


d x . Sen. x 


-a / m 1 

\jw . m — 


CoC x . Se a* x 


dx Sen. x 4 . Ifteflamentc per integrare queft* ultimo termi- 


ne fi deve foftituire nell’ equazione (f.) m — 4 in vece di «, pofeia haffi a mol- 

tipli- 
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tiplicare per ”~~ . 1 , lo che di $.«** btn. x"~* = 

» . m— 2 m . n—z 


20f 


(53 . le— ' 


m . m — i .«—4 


CoCx. Sen. x 


x— i . m— 5 . m — ^ 


— S* Sen. x 

m . m—i . m — 4 


Mediante pertanto quelle operazioni 


dall’ equazione (I. ) li ottiene fA> $. Jx. Sen. x ==.— L CoLx ”~ l _ 


(“ 


Cof. x . Sen. x — 


— j (w — 1 . m — 3 


m . m — z 

(1» — I • m — 3 . m — J 


CoC x Sen. x 


m . m — j . m — 4 


m . m — 2 • m — 4 ' m — 6 
(m — 1 . m — 3 . m — 5 . m — 7 


CoC x. Sen. x 


Co f x Sen. x 


m . m — z . m — 4 . m — 6 . m — 8 

— S - d *' 


— 1 . m — 3 


m — Z 


Sca x x . Dal? equazione ( II. ) li 


deduce (B) C. d x. Cof. x = - Sen. x Co C 

m 


m — 1 


Sen. x CoC x 


■ "~J « — 1 . m — J 


m • m — z 


■ Set» x Cof. x 




— 4 


I . m — 3 . m — 5 


Sen. x CoC x 


m . m — 2 . m — 4. m 


m — l . m — 3 . m — 5 . m — 7 
m • m — 2 . m — 4 . m — <5. m — 8 


Sen. x CoC x 
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— t ■ m — ì 


• • « « - i n» «i# 

V i x Cot x . E qui fi noti , che le 

m . m — 

1» efponente w fini un numero pari , i’ ultimo termine dell* integrale Cercato farà 


— i . m — 3 

m 


l_ \. m I ZJlIH C.rfx = 

. »j\— 2 . . . ^ 


= ■+■ 


— 1 • m — ? 


m . m — a . . . . 

Ma fe 1 ’ efponente m farà un numero impari , 1 * ultimo termine deli' integrale cer- 


cato farà — 


G 


I . m — 3 


m — i 


s 


. dx Scn. x =z 


m 1 • m iL‘ '.J, Cof. x rifpetto alla forinola d x Sca x $ cd 


m . m — 2 


/w — I . m 


s 


ilx Coli x =: 


m — i . m 


Sea x 


m m — a 


rifpetto alla forinola ix Cof. x : Onde fe F efponente »/ è un numero pari, 
1' integrale non contiene, che foli feni, e ccfeni , ma fe 1’ efponente m è un nu- 
mero impari l’integrale oltre i feni, e colcni comprende ancora l’arco x di 
circolo . 

j io. Volendo pertanto prendere gli integrali delle due formole 

ix. Scn. X " , i X Col. x" nelle fuppofìzioni di m=zi , 4, 5 ec. , fi ferva 

delle equazioni (I.), (U)> o pure (A), (B), e li troverà rifpetto alla prima 

C. ix Scn. x 2 = — — Sen. x Cof x -f- - * 


s 
s 
s* 


ix Sen. X 3 = — - Sei., x * Cof x — ~ Cof. x 
i * 


. ix Sen. x 


* — i_ ben! x 5 Cof. x Ll-i Sea x Cof x -+- .ICJi x 


Sen. 


x ’ =: L Sen. x 4 Cofx — idi Sen. x Cof. x— Ì- 5 'Ccf x ec. 


S 


i ■ 5 - 


i • 5 - 


Rifpetto poi alla feconda 
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\ 

S- ix Col. x * ~ L Sca * CoC * +• L x 


200 


5, ix Cot x 1 — ì Sen. x Cc£ x * 


+ — Sen. x 


S- ix t-ot X * = L Sen. *uu‘ + — Sen. x CoC x 4- Ili w 

4 4 - 2. 4. 

S- ** Co *.-* 1 = LSen x CoC* 4 + 4 Sen. *c.i .* 1 + i-i S n * ec. 

S 1- V i S- 

3 11. Qualora le forinole da integrarli Cano le figlienti 
ix ix 

» “ troveranno le equazioni generali opportune a tal 


boa. x 


Col. x 


, CoC x 

uopo cosà. Si prenda in primo luogo la formo!» — , che fi dififcren* 


Xiu X 


zi , e fi avrà D. 


OC* 


ix S-n. x 


. ir G I. 


Sci . X 

» 


ben. x 

ix S-n x 


Ss.0. x 

~ (con (bflituire 1 — x in luogo di 


m +- 1 . 4 : 


Col.* ) — 

ben * b.n. * 

( con fare I’ attuale molfplicazione, mettere in denoti, inatcre Sen. *, che è in 


numeratore, e fommare i termini o.nogene ) — r. - 1 " 1 ' 4. 

bell, x 


« — 1 ■ i x 

— , la qu-Ie equazione oppcituncmer, te orcir.ata, e integrata diventa 


b„... x 


Tom. yj. 


Dd 
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dx ■» Cof.X m ■» dx 


I Cof. X ^ 2 0 

1 S’ = m — i' wT“ _1 + 0' 


Sai. x 


Sen. x 


Seti, x 
Sen. x 

Se fi differenzierà la forinola - , indi fi ripeta P operazione pur ora 

Cof x 

praticata, fi giungerà alla feconda equazion generale, che è 

dx , Sen. x pi — 2 dx 

a. s- : « = • z=z — + z — ; S* 

r.nf. v m — i coi: x — i J 


Cof X 


l iz. Rimane per ultimo a parlare di quelle forinole, nelle quali entra nel 
tempo fteflò il feno, e il cofeno. Quelle formole o poflbno effere intere, o pof* 
fono effere fratte , ed offendo fratte o poffono avere in denominatore il feno, e 
il cofeno inlieme, o pure poffono avere foltanto in denominatore I’ uno, ovvero 
l’ altro . Le prenderò a conliderare fotta ci aduna di quelle forme, e ne darò le 
equazioni generali infervienti alia loro integrazione . 

jtg. E primieramence per avere le equazioni generali, mediante le quali fi 

riducono all’ integrazione le formole dx. Sen. x * . Cof. x ; 

dx . Seri, x ”'" t " 1 , Coli x * fi operi cosi . Si prenda la formola 


Sea x " . Cof x * , quale fi differenzi , e ne verrà D. Sen. x . Cof. x = 

mi Sen. x . Cof x dx — iiSen.x . Coi. x dx. Ma quell’ ultimo 

termine è — — n . Sen. x 1 . Sen-x * Cof x 1 dxz= (perché Sem x * — 

X — CoL x J — i» Sen. x * Col x d x -f- 

n Sen. jT” 1-1 . Cof x * + ' dx : Che però con forniture ì termini fintili, ordinar 
f equazione , e integrarla ne viene , 


I. S. dx Sen. x ”~ l Coll x”'*' 1 = r~4— S*n. x Cof x * -+- 




— Q. 

-4" n vj 


.Sen. x Coi. x . dx che è 1* equazione generale in- 


forviente all* integrazione della formola a x Sen. x CoC x . Per ave- 

re l’altra equazione, che ferve all’integrazione della formola 

i x Sen. x 1 Cof x ” _l fi prenda 1* equazione 


D. 
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D. Sen. x Cof. x = «i Sen. x * CoC x + * dx — 
n Sen. x " + ' 1 Cof. x 1 dx antecedentemente trovata mediante la diffe- 
renziazione , e il di lei termine m Sen. x * CoC x + " ’ dx fi difpor.ga co- 
si m Sen. x 1 Cefi x * CoC x dx ~ ( con fjftituire 

— — — » ■ ■ ■ ■ i — — g - ■ . , n— t * 

I — Sen. x in luogo di CoC x ) m Sen. x Col x dx — 

m Sen. x CoC x dx : Onde femmando i termini limili , ordinando 

l’equazione, e integrandola fi giunge alT altra cercata equazione generale, che è 


li. S- ix Sen. x ' CoC x 'ar- 


seli. x CvC x 


ftt ■ ■■ w~~x ■ * •*! 

H g. d x Sen. x CoC x . 

m -J- » 

314. Per mettete Cotto gli occhi l’applicazione di quelle equazioni Aggiun- 
gerò un efempio. Debbafi integrare la formala dx Se a x 7 CoC x * , Si faccia 
u fo dell’ equazione ( II.), in cui dovefi fare m= 5 , «=5, e fi avrà 

S • Sen. x 7 CoC x * — — — Sen. x Col. x S ■+• 

11 

I dx Sen. x ’ Cof. x* . Per integrare quell’ ultimo termine fi prevalga del- 
la flefia equazione (II.) facendo m— 4, , e ne verrà 

— Q. d x Sen. x 5 Col. x * — — — Sen. x * Col. x -+• 

II O 9- 11 * 


4 - Q.dx Sen. x 5 Coli x * ■ Per integrare quell’ ultimo termine blfogna 
9. 11. O 

» fervirfi dell’equazione (I.), e porre «=14, »=3 , lo che dà 

4 * Q. d x Sen. x 1 Cof. x * — — Seo x Co C x 4 - t 

9 0 7 - 9 - »*• 

3 ’ 4 C dx Sen. x J CoC x~* . Si prenderà ’I’ integrale di quell’ ultimo 
7. 9 11. O 

termine con prevalere dell’equazione (li.) cosi 

Dd i 3. 4- 
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i-±A C. 

7 y. 11. vJ 


. » 1. 1 4 6 . — — — » - — . — 1 

d k Sui. x Col. x ss — ■ — — — bcu. x Coi x 4. 

}. 7 y. 1 i. 


2 4 ^ C. ix Sen. x ZTT . F'.nalraeate lì ottiene I* integrale di queS" 

V?.y "■ J 

ultimo termine per mezzo dell’ equazione (i) in quello modo 

ì v 4. r~. . » ■■ — » '• *■ !• ♦ & 


1 V A- o- Q 

5 ! ■* “• ^ 


. </ x Scn x CU. x = 


3. >.79.11. 


S.u.x CoC x 4* 


.*• V. U:_ c. rfx Scn. x, del quale ultimo renane l’integrale 6 — 

3 >-7 9 -“- 

*' *' 4 * CoC x . Raccogliendo pertanto tutti i ritrovati integrali parziali 

3 - >• 7 * / “• 

fi ha l’ irtrgrale cercato, che è 

§. dx ben. x’ Coi x * = — — Scn. x‘ Coi x 5 — j-jy ben. *' C vi x* 


. _!_±JL sX7 4 UTT* - 

7 y 1 >- 

i_L±.ul ssnr 


t. 4 «. 


CcC x — 


V 7. 9. rt. 
L±J_t± CoC 


Sen. x Col. x 4. 


3. >• 7 9- n. 3 " J’ 7 - 9 - “• 

315. Qualche legger mutazione develi fare nelle equazioni (! ) , (li.) del 
imm. li t. a fine di poterfene fervire a prendere gli integrali di quelle fo . noie 
f ru([C) re* di cui denominatore entra Seno, e Cofeno. Si mutino primieramente 
j legni agli ifponer.ti », » , con che elfe diverranno 


Q d * _ 4 y 1 

J > 1 — m — «À — : — * 

Sci. X Ccix Sen.x Col. x 

— - c.— 

*4» 0 


O-ix 


Ser. x 

dx 


XX ■ ' 

' — — •♦» — «14», 

SCO. X Coi X 


Col. x 

= -i-V- 


* 4 */\— 


Sen. x CoC x 


» 1 
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ix 




"ir* ix m . _ y 

■— — — X. — , potei a G ordinino cosi 

** t » — ■■■ ■ a «• » 

Scn « CoLx 


V 

♦ i n A 


ben. x CU. x 


bere x Cut x 


m 4- " 


s=n 




s 


S-n. x CeC x 

ix 


b.n. x Cut 


~ * X 


ben. x ul x 


-±JLQ * 

" — crr" 


Poti ìa fi finiva m — i in vece di m , ed «— I in luogo di a» e fi otterrà final* 
mente 


L S- 


ix 


bei., x Cai. x 


-=.-iX 


Sto. X * CU X 


IL 


» — a ( 

A 

ix 


) 



bete x 

ut X 

c 

ix 


o » • « 


&.U. x CU. x 


Scn. x Col. x 


» 4-* — 1 O 
m — » ej 


a?* 


bere x Cut x 
3 1 < 5 . Deb'jafi a cagion & efempio integrare Ta fbrmota 


ix 


S n x Cut x 
Si prevalga delf equazione (li) facendo «u 8 , xzk 5, e fi avrà 
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Scn, x 


4 x _ _ i Y 

4 tSTT ~ f A 


Scn. x Col x 


?$ 


<fx 


Per integrare quell* ultimo tennine fi ferva della 
Sea x Cof x y. 

fletta equazione (IL) con fare m=<5, *—6 , e ne verrà 

dx 


ii Q «x _ i_ UV 

7 ^ Ser.. x”“ cZr 5 7 A Seri, j 


Cof x 

ix 


Coi. x 


Cof x 


io il Q 
S 7 ^ Sen.x 4 

IO 12 O ^ 

ultimo tennine ponendo 01=4, n~6 cosi — . — X* r — . — = 

S 7 Scn. x Ci 


. Mediante l’equazione (I.) fi integrerà quell’ 

dx 


J1 io 11 y »_ + s 1 10 II C _ ix . 

J 5 7 A Stn . x * Cof x ! S S 7 ^ Scn. x 4 Cof x 4 

Colla fletta equazione [L] fi riduce all’integrazione quell’ ultimo termine facendo 
, 8 io 12 p 4* 

*=4» "=4> c ne viene f T ’ n J‘f c 


1 8 >2 ” y . 

r r 5 • t a 5 


Sen. x Cof. x 


Scn. x 4 Coli x 4 
, 6 8 io 11 Q 

4 + 3 ■ t r 7 


</x 


Scn x * Gof x* 


Mediante 1* equazione ( ti ) fi prenda l’ integrale di quell’ ultimo termine , e fi 

<i 8 io 12 C 

troverà jf ’ if ’ f * 7 O’ 


Scn. x Cof. x 


* . 1 . 1 . -. >2 V ■ — ? 1 + 

j” j” S S 7 '' Scn. x Cof x 
4 6 ^ 11 C. 

r r’ s” r 7 

timo termine fi faccia ufo 

4 <5 8 io u Q 

*ì'ì'T‘ s ’ 7 


Sen . x Cof x 
timo termine fi faccia ufo dell’ equazione ( IL), e fi troverà 

dx 


Per aver l’ integrale di quell’ ul- 


Sen. x Cof x 


4 

3 
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4 6 8 io uy 1 _j_ ij 4 6 5. “.li C ^ 

f’ ì‘ r ?" 7* ASea * Cotx' 1 ' «" f"5 ‘ S V 7 O C^CTT* * 

del quale ultimo termine l’ integrale è (pel num. 171.) 


2 

I 

4681 
3 3 5 

12.“ Tang.x 
S 7 

. Quindi f integrale cercato trovali edere 

C. 

dx 

r \ 

sf 1 


u 

Sen. x 8 CoC x' 

s 7 > 

* Sca x ; CoC x 1 

t 

. “V 

t 

-U 

I IO 12 V 

* 4. 

s 

7 A sen. x 1 

CoC x 1 

? ? 7 A 

Sen. x * Col. x 4 

I 

8 io 12 W 

I 

1 5 8 

io i 2 \y 1 

r 

ss 7 A&H: 

— ì TZZr — * 
x Col x 

3 3 S 

S 7 Ai 0 . * 1 CoC x 

4 

6 8 io 12 V 

/ * 

. + ♦ . 

t. 8 12 12 Tane x 

3 

V S V 7 f 

^ Sen. x CoC x 

» 3 

3 S S 7 S 


517. Palliamo per ultimo a trattar quelle forinole fratte, che hanno il feno 
in numeratore, e il cofeno in denominatore, o vice verfìt il colino in numerato- 
re, e il feno in denominatore, e cerchiamo le equazioni generali, che fervir deb- 
bono alla loro integrazione. E primieramente per trovar l’equazioo generale, che 


fervir deve all’ integration della formola ^ n ' } fi prenda I’ equazione 

CoCx 

(II) del num. jij., e fi cambi il fegno alla lettera m, con che ne verrà 

Scn. x * — *M-2 dx Scn. x 

•~ l + . J. 


S ix Scn. x r \t 

• Lui; x " «+ìA‘ 


+- * 


CoC x 


r»+I 


CoC x 


Si fofiituifea adeftb m — 2 in luogo di m t e fi avrà * ^ cn ’ x 

d x Sen. x m 


1 V Q. 

— jA-tc-? »-» m — 1 O 


Cof. 


Cof. 


Co C x 

j che ordinata, diventa 
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s 


Jx Ser. 


Cuf X 


^-=-~X 


Cui. X 


EiS— 


f» t 

m 


Srn. x 


coi; X 

Si poteva ancora uf-re I’ equazione ( I. ) del rum. jij. mutando foltanto il fo- 
gno alla lettera in , lo che (lì 

———— 1 » ——————— W - 4 - g 

^ */* Sta x 


Col. X 

pi -b n * P j/x Vn x 


-Ut -II- " ■ ■ W-f- ■ 

» V ' n X 

^ « — i A n-t 


Cuh X 


■b n — 2 q 
»— » 0 ‘ 


Cut x 


Quando è h—t non li può prevalere di qneda equazione (il.) ficcome non fi può 
far ufo della precedente equazione ( .) .ilorthè i m—ii, 

318. Si troverà I' tquaz on generale, che ftrve per integrare la fonncla 

■ ' i » 

j x i o( - x ... con operare fu l’ equazione ( I. ) del num. $ i J. nella della manie- 
Sen. x 

n , che al preced. rum. 317 fi è praticataci l’equazione (IL) dello ftcflfo oum. 
315., lo che facendo li troverà 


I. 


S ix Ctl x » V lil 

mun ~ A — 


01. X 


S.n. x 


Seri, x 


Jlnl. C. 

-+ n vJ 


ilx I. I x 


ben. x 


E f- nr 11 ’ equazione ( 11 .) del num. 315. fi muterà foltanto il fegno alla lettera », 
fi avrà ancora 


"S 


i x Ct f. x 


acn. x 

m — n — ? r\ d * C I. x 


= -V=tX= 


r Ol. X 




* — n — 1 Q 

m — 1 0 


ben. x 


Di 
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i>7 


Di quella equazione (II.) non fi può prevalere allorché è or— r , ficcome non 
u può ufare delle preced. equazione (I ) quando é m=m, 

ì l 9- Egli é fuperfiuo moflrar coll' tfempio la maniera, colla quale devefi far 
ulq ne’ cali particolari di quelle equazioni , non difcordando effa punto da quan- 
to fi é di fopra fu 1’ altre equazioni generali praticato : Soltanto fi offervi , che 

i 


r Integrale di 4 * Sen ' * 


Coli x 


‘*hX= 


Col. * 

djt’Sèn. x - v > t 

le dl ~ X ==- ; e r * nte 8 rale ^ 

m ' ' Col. x 


■ ; ficcome l’ integra- 
li x Coli >i 


Cof. x 


Sen. x 


■*X=s==- : r « ==- ‘ ^ y~r. 


; e 


l' integrale di 


ix Cof x 


della forinola 


Sen. 


ix Sen. x 


Co £ 


è — - 1 ' Yr zJ— • Ho detto che 1; infegr.de 

* — 1 A Sen. x 

r s — : " — 1 — 

é -- 1 . ~ V — • fatto fi differenzi 

m — * A r—, * 

Col. x 

% 

quella quantità, che rapprefento cosi Sen. *" _I , 

e fi avtà d » Sen. x 1 rvTr ”■ + » . .. — — - — - r» tt-t * 

e-h* r. n r" v Col. x dx Sen. x -Col. x . • 

Che fe quello fecondo termine fi rapprefenterà cosi , » 

x en. x Cof x Sen. x , indi fi foliitui&a i — Col. * x ’’ 


in luogo di Sen. x ‘ , effo diverrà ix Sen. x 

»♦ 1 


-— «#• 


i x Sen. x 


Cof x 


• E però farà ix Sen. x 


Coli x — 

'—i 


+■ rfx Sea x " Cof x - dx"s^T 


Coli x 


d x Sen. x 
d x- Sea x 


Col. x 

~4.» + 

-*+■ » 


* — d x Sen. x CoC x 

- — , confeguentemente i’ m- 


CcC x — 


"dx Sen. x 


Coli x 


tegrale di quella forinola è - V 

« — i A 

* 

Teme VI. 


Sen. x 
CoC x 
Ee 


320. 
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Redi «travia a vedere come fi polfano integrare certe altre forinole 
contenenti feni, e cofeni, nelle quali li lettera x rapprcfer.terì fempre al folito 
un’ arco di circolo. E primieramente debbiti trovar l’ integrale della formoli 

■ . Si faccia CoCx=s, il di cui differenziale 6 — dx Sen. «re:/», 


dx 


a -f- Col. x 


mediante cui fi trova dx — -~ 


A z 


t Set», x 


Sen. x. 

d z 


= ( poiché eflcndofi fatto CoC x — t, 


) ù Zi 

: !n oltre i 

i/l . — za . . 


t-f-CoCxen i-f-*; onde 


con fofiinire quelli rirrovati valori la propoli formola diventa 
— dz 


■ ■ ■ — ■ — -- , il di cui- integrale è 


\/ 1 Z'i. 
l -+- Zi 


Ma V" 1 — a» = Sen. x, 


i -t- z. V 1 — a3 

S * dx 

‘ T^cot~ = 


Sen. x 


— Tanp. I- x pel num. 27. XI. del calcolo de 1 triangoli piani 

1 CoC x ■ 2 ; 

Tomo HI. Per altro fi poteva toflo trovare l’ integrale di quella formola 

# * • . 

con cHervare, che fpel num. 27. XII. del calcolo de* triangoli 


CoC x 


piani Tomo 111.) è T-4-CoC#=; iCoC^-x , con che la data formola 

» . / A 

Ltx f 

_ì , il di cui integrale èTang. — x (pel num. 272.) 

dx 


dx 


1 -f- CoC x 


diventa- , 


CoC — x 

1 


Facendo 


321. Un poco più difficile da integrarli è la formola ft ( j 0 £ x 

*" | 

Co C x — z t e operando, nella maniera praticata al preced. num. 320. trovo 

— . Per ridurre all’ integrazione quella 


dx 


dz 


a-i-b Col. x 


a -4- b z 1 — za. 


x z 


formola trasformata faccio ^ 1 — zz = 1 — — ~ t che innalzo al quadra. 

zxz x 1 »* .... * « * 

to, e mi viene 1 — z» = t — — — H -y > da cui ricavo a _ ~^r^r > 

• « ficco* 
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2t 9 .. 


l’ equazione -zs = i fLfL fi ha * — *— ■ — zx 

ai _ • • 


Differenzio 1’ equazione * = — f* * . e ritrovo Jt — — ai * _ 

^ -H « ■ ~~ x l -4-^ 


2 «ffx 


4«**rf* __ i«A X fll — ** 


^7 -"■■■„ Ma *+-*£— *-f- : leb * — . 

-t- 4* X* 4 1 


X 1 -*-*» *» 

**4x4-4» ' . « . w. ' 

*»■.-» — — i c V i — XS 25 I — — — i -, —Ir -, 


1 Dunq “ e U f, " Wb -* = ^-!— , «*«5*.*c quelle fcflituzio- / 

* ■*-* J6 X — aa 


ni diventa 

— 2 * x ** — ■** 


** +■ a * X ** X* X «X*-t-2 4**+- 4* 


X* -+- aèx 4- a 1 


, Ora 


mediante la trasformazione la Potinola fi è bensì ridotta aito razionalità, ma per 
fo°"L CO, '° C f anc °ra .come fia integrabile. Per conofcerlo ti trasformi an-' 
cora facendo x -hi' = u, che innalzo al quadrato, e mi viene x'+iluei-b*— «,» 
da cu. ottengo x'j-ikx e x’-nix-Ht^-i’-M» ■ T nccomclì 4 

porto x+b=u, differenziando fi ha ix — du. Colla fofticuzione pertanto di que- 
lli valori la formola — — 1 : a ' !r 

*‘+2*.V+d • ea ,Cyq.P ’ > !a 

le dipende dalla quadratura del circolo fc è«>4, del qua! circolo il raggio 4 

= / *!-**; o pure dipende dalla quadratura ceil’ipciioia, fc è b> a, ») 
qual calo li riduce all’ integrazione nella maniera praticata fu la formola 

idx ,, 

xx a* " c num ' ni * delle formolo efibenti littori iptibolici, netta 

/ * • 

qual formola la lettera « corrifpondc a y/V — u* della prefrnte forinola; onde 
Cccome della formola - l’ integrale è ~ cesi della fot- 


*V * 


moU P intt S rale è 


I « +t/l' — u l 

l — — : 


V^à* — «*■ 
Ee z 


«r-a.,/0* — n 1 


fi « 
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* , a — a 1/ i — zz . 

fi è fatto u = x + b , ed x a= ; dunque u = 

“ z ~ - 


bz ■+■ * — a yf t — zz 


, confeguftite niente ■ 


a -f- y/ b x — a 1 


V b 1 «-«* 


u — y >b x ■ 


- /. ±±±Zz. a £UZ±T ±. ? Vi -Jl =-( con. rimettere 

z V b 1 — u 1 ' . 

t 1 hÌ.| I 


y'à* — a z hz*-<t — t — zz 

* • _____ * 
GoC x in. luogo di z ,_e Scp. .v'rtt vec e -j ^ 

■ . » 

I 1 bCof. x +■* — gS;q..<4-Co f xy^ b 1 — a * 

V *‘-« r bColx -£■«=-« SciCff^SS 


a/« 


322. Eflèndo poi <*> 4 la f 0 »" - >, come fio 

detto, dalla quadratura del circolo, c iì di Iti integrale b prende a norma diqucL 

S ’ ‘ 2 d ri 

• ~ n i b i M t — 

A CoC x — a — a Sen. x 


Are. Coi. * 


■ L 1 


Are. Cot 


g2j. Se la foninola da integrarfi (irà 


dx 


a + b CoC x 

re la di lei integrazione all’ ìrrtegra2Ìon delia forinola precedente 

• < 1 X dx 

■■ — . A tale etfetto fi fiipponga S.. 

wr -*-> Cof. x J 


Coli x 

, ciò fi farà con ridnx- 


»t Sen. x 


« -f- A Celi x 


S , — (Al, Ora per determinare i valori, che 

« + l>Co£x 

id at , n , fi d 
mdx CoC x 


• ■+• 4 , CoC x 

devono competere ad at, », fi differenzi quefta equazione, e fi avrà 
ix' mdx CoC x mbdx Sen. x x 


•+>'<*** ^ + -+àCc£x* 

che con ridnrre tutti i termini allo fteflo denominatore , indi togliere il comune 
denominatore, diventa — dx + mdxCoC x X «-t-AColi x -+- mbdx Sen. x 
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t ’ * * , 

„£ X x a -h t CoC * =: o. Si facciano le attuali moltiplicazioni, fi fofti- 

tuifca i in luogo di Set), jc 4 - CoC * a , pofcia fi ordinino i termini fe- 
condo le potetti di CoC » , togliendo ix , e ne verrà * A 


— I -+- a m CoC x 
4- mb 4- a b CoC >■ == 


.... 4 - 4 ». •> -» t , 

Che però eguagliando ciafcun termine a zero fi ha — i + mt ■+■* n — o ( 1 ^ 

am 4- nb=zo (11.) Da quella equazione (li.) fi ricava m= — < — - » c fofti- 

« • A . : ' .*■* 
euendo quello valore nell’ equazione (1.) , elTa diventa — i — f- = a, 

da cui fi ottiene » = -, - -~ r , e finalmente con fotti tu ire quello valore di « 

d — — b , 


S ax 
a 4- b Col x 


rii’ equazione (U.) fi trova m=^— — p-, conche l’equazione (A) diventa 

A w Sen. se * Q tx 

a* — b 1 )\ a -h b Col. x 4 1 — r A 1 G a 4- A CoC * 


Onde per aver l’integrale della formola propella non retta più, che a prendete 

, ix , , 

P integrale della formola r~rr'T — 1 norma del nutn. jz*. 

6 . a 4- b Col. x » 


324. D’ egual maniera fi opererà per integrare la formola 


ix 


325. Qualora fia data da integrarfi la formola 


a •+■ b CoC x 
ix Sen. x 


ec. 


b Col. x 


, e Uà primiera^ 


mente fi trasformi facendo CoC x= ss, onde farà Sea x— V 1 — z.z> ; 44 -ACoCaj 
— a 4- fi, e per avere il valore di ix, fi differenzi 1 ’ equazione Cof. 

. ix ti* 

e ne verrà — ix Sen. x — in, e però ix — — — — — « 

nen. x yij — IJ6 

Mediante pertanto la foftit azione di quelli valori la formola data 

fi cambia m — ? z . = — ■ . . L : s ^ 


ix Sen. x 


■ b Cof x 


■ b x 


« 4- A » * 


• o v[i-mX j 

I 4 4 - A 

cui integrale è r t 7 — = (con rimettere il valore di » ) 

b * a + A* 


t 

r 
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i_ f <4 

b ' a 4- b Cof. x 

i , * ■+• h 

V * 


J v Crf V 

. IftelTamente l’ integrale di — . * 

* +-* ben. te 


b ben. x 


£ x Cof x 

116. Per integrare la formola - - ---- — , fi divida effa in due cosi 


4 -f- è x 

■ rf* 4 w #f x • 

— — Coi: X * che però integrale della propofia formola è 

4 x— ^ Q. , ;.~ 7 — • Parimente lf integrale di * 

a Q dx 

2 T O 4 -j- b Seri, x 

■ 1 w ■■ i — — 

' 327. Egualmente fi integrerà la formola — ■ ' 


*Gti 


t 4-r <~ofix 


con ifpezzaria in 


, » . • . e — ck\f dx l 

due tosi — dx -1 ; onde j’ integrale cercato è - x 

e — ck p dx 

j‘~r 


e J f+< t_ol.'*c 
3 2 8. Se farà data da integrarli la formola 


d x a j+- b C I X 

e 4- t Col. x 


-+■ , , ciò fi 


farà con richiamare la di lei integrazione all’ integrazione d’altre formole iuccef- 
fivamente più femplici. A mie oggetto fi alTuma I' equazion generale 


dx X a 4- b Coli x 


mSen. x 
e - 4 - e Col. X 


s 


dx X n-t-p Co' x 


c 4- e Ccf. x ^ t 4 - 1 Coli x 

nella quale le lettere m, », p fono fiate aliante indeterminate, e devonfi deter- 
minare nella. (leda maniera praticata a! num. 313. 

329. Operando poi col metodo tante volte u Caro fi palferà da una forinola 
in un’altra Tempre più femplice, finché per ultimo li giungerà alla fornici» 

dx X * ■+■ < Coli x ... r - . r i » . 

— — , che già fi fa integrare tiufta il num. 3*7. 

t+r Col. x 13 . ’ 31 

330. Si incontrano ancora delle formole, ntile quali trovanfi infieme e fun- 
zioni ni circolo, e quantità elponenziali . Di qudlc abbiamo veduto due efempj 
ai num. 91., 92. Tomo V. Che però le tara data da integrarli la formola 

a ’ X — t/.'fSen. x, fi avrà a norma del cir. num. 91. 5. 
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$'« C ° f '*X — ix Seti. * — a CoC -*; c a^'X ix CoC 


' di 

f.v /. *=zt.y, che fi differenzi, .c ne viene pdx l.a = —, cioè pydx l. a—iy, 

vale a dire (con rimettere il valore di y ) p*<“ ix l. a — dy , ohe con funporre 
t. a—i diventa pS 1 dx=dy, onde S- t*" ** =P S » e ‘ d x = <'',«*• 

feguentemeote fi ha S* •?' dx — y 

jjz. Palliamo adeffo alle forinole più compofte , e cerchiamo come fi polli- 
no ridurre all’ integrazione le due forinole a f ‘Jx Sea x " ; a r ‘ix CoC* " 
l’er farlo tentiamo il metodo di riduzione, di cui abbiati! fino ad ora fatto un ufo 
perpetuo. A quello fine prendiamo in primo luogo la forinola generale 

^ Sen. x — ma ' ' CoC* ben. * *, quale fi differenzi, e fi avrà 

4 * 

*-■ — - • ■ - - - _ r « 
D. pa" ben.*" — ma r ’ CoC * Sen. * 1 = p’a'Vx Sen. * " 

a npa f *ix CoC* Sen. x * — mpa ,r Jx Co C x Sen. x ‘ -f~ 

"• f ‘d* ~Seo. * ” _ . a f ’dx Co £ * * Sen.* cioè 

D. pa*' Sca * — ma'* CoC x Sca x ~ r ‘ = p*4 ? Vx Sen. * "" -f, 

"4 f, ix Sen. * _ «X»-!. a ? ’dx CoC * ’ Sen. * ”~\ Che fe in 

vece di CoC * fi foftituirà a — Sen. * , indi’ fi facciano le debite riduzioni, 

’ . 

• « D. pa" se.,. * " _»4"-CoC* S^T^ ‘ — . • ’ 


t* m * X*" sen. x — «X™ — 1 • 4*’dx Sen. x ; onde ordinando» 
e integrando fi trova ~ 

S- 4 f ’dx S37]T*'=: sen X " - ■»*>’ CoC x Sen. * 

/ -i- W 1 


(^) S- •*' dx S^i). x 


»X* — i . 

S* *'Vx Scu. x 
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333. In fecondo luogo egualmente fi operi fu ia formoli « 


pa r ‘ Col', x + ma'" Sen x Lofi* , e fi otterrà la feguente equazione 


— - pa>‘ Col. x - 4- ma’’ Seti.* CoC * 

(II.) S- »f‘dx Co Cx ss y - -, + m - ," 


mYm — t ' , — ; ■— * 

-+- "T“ r S- «'V* Col.* ... . . i. 

f 4- m * _ - v s , , , 

3I4. Di quelle due equazioni fi farà ufo per integrare le due prepofte for- 
inole, con ridurre per mezzo loro l’integrazione dei! E date formole ali’ integrazio- 
ne d’altre formole fuccellivimente più femplici. 

3 JJ. Vediamone i’efempio in uni delie due formole propofle al nunt 332. 


Prendiamo pertanto a integrare la forinola a rx dx Sen. * nelle fuppofizioni di 
* = o , j, i, 3, 4 ec . Si prevalga ddi’ equazione (l), c fi avrà 

• •* I ’ 

S- a"dx ss L a f ’ 4- A. 

•m 


S- * f *dx Sen. * ss X X f Sen. * — Co£ x 4- A. 


£ a** dx Sen. x 1 


fa’” Sen. * — 2 a px Cof * Ser. * 

; y 4-1 


ti 2. a' 


n p i + 4 


4- A 


$. a ,x dx Sen. * * ss 


pa ,x Sen. * •*— %a f ’ CoC x Ser. x 


P l 


2. 3. pa tx Sen. x — 2. 3. a r ‘ CoC *■ 


r 1 ■+■ » xr + 9 


§. a ,x dx Sen. * + ss 


pa r ” Sen. * — $a rx CoC x r Sen. * 

P* 4- 10 


j.‘ 4. fi t f *‘ •9 m .--y' — 2. 3. 4. a fx Co f. x Seti. * 


f * i- 4 X f 1 4- ‘ó 


1. 2. 3. 4. a 


r* 


EX f 1 ■+■ 4Xf l * 5 


f » 
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«S 


po'’ Sen. x — <,a f ’ Crf x Scn. 


S- Seu - * = p* i S 

4. 5, pa’"' ben. x 1 — 3 4. 5. al " Cof x bei.. x 


P* •+■ 9 XP* +• 2 S 

z, y 4. q. pa" Scn. x — 2. 3. 4. 3. Cof x + A {c 

p 1 -+■ 1 X p* -1- ^ X P 1 +■ 2 5 

336. Se fi differenzieranno le due forinole pa r ’ Sen. mx — m* ? 'Cof mx 
e p* r ’ Cof mx 4- ma ' 1 Sen. mx, dalla prima fi avrà 


D pa' M ben. mx — ma'’ Cof mx es p l a'’dx Sen. mx 4 - mpa r ’dx Cofmx — 
pipa'* dx Coll mx 4- m’a'’ dx Seamx, donde ordinando, è integrando fi ricava 
pa f * Sen. mx — ma'’ G f mx 
f 1 4 - 


S- a'’ dx Sen. mx — 


■ ; e dalla feconda fi ottiene 


D. pa e ‘ Cof mx 4- ma'’ Sen.mx ss p x a f ’ dx CoC mx — - mpa'’ dx Seamx 4- 

mpa'’ dx Sen. mx 4- m x j f ’ dx Cof mx; confeguentemente 

„ ,, , „ - fa'" Ccf mx 4- ma'’ Sen. mx , , , ... 

S- dx Cof mx — r . — - , con che fi hanno gli in- 

p 1 -+- m 

tegrali delle due formole a'" dx Sen. mx; a'’ dx Cof mx. 

337 Poiché (pei num. 523., 524, Tomo IV ) fi fanno ri (o! vere le formole 


Scn. x , Cof x in un’aggregato di Seni, o Cofeni , del quale aggregato 
ciafcun termine ha quella forma ? Sen. qx, ovvero PCot^x, e (pel num. 33 6 ) 

fi fanno integrare le formole a f, dx Sen. qx-, a'’ dx Cof qx, fi fa in confluen- 


za, foftituendo i detti aggregati in luogo di Sei), x , Col. x , integrare le 


formole a'’ dx Sen. x , a'’ dx G l. x fenza aver bifbgno di ricorrere 
alle equazioni (I.), ( 11 .) dei num. 332., 333. 

338. Col metodo (ledo ricerchiamo ancora le equazioni di riduzione infer- 

a r ’Jx a'’ dx 


vienti a integrare le formole 


Sta x 




ca x 


»:«.»• E quanto alla prima 


fi affinila ia formola 


pa'‘ ma'’ Cf>Cx 

„ 4- — ■ . ■ 1 1 quale fi differenzi, e fi 

ben. x ben. x 


Tomo p 7 . 


Ff 


avrà 
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ma '‘ Cef.x p l a r ‘ dx mpa r ’d > fCcfx 


avrà D. 


pu‘ 


Sen. x 


Sen. x 


Sen. x 


Sen. x 


"+-i 4*. 


mva ft <!xCoC x m* fK dx Coi* x ... 

z-^rr tfx, cioè 


Sen. x 


Sei . x 


D. 


pa 


f* 


;» + 


nn 


!'"C. fi 


Sen. x 
p t a r ‘dx aa fr dx 


-»*. i — 


S.n x Sen. x ‘ Sen. x Sen. x 

- t 


W X * Cr>l ~‘ x Pv_- Ma a motivo di Cof x * =. I — Sen- x , 

»+.x 

Seti, x 

«X^TT- *'* C l - * fi rìH mX“i • * r ‘ 

ri termine - , • ■ Ax " n<3ucc a ■■ — a ax 4» 

Sen. x Sen. x 

Wtx ma r ‘dx 


m 

x *» +■ « • 

a";* 


Sei., x 


F 

4- . 

a"</x 


Sen. x 

— n* 

? 

4- m l . 

a r ‘dx 


m X m-t-i . a fK dx 


Sen. x 


Sen. x 


Sen. 


Dunque D. 


P“ p ‘ 


ma fx Col’ X 


Sen. x 


Sen. x 


Sen. x Sen. x 

dx 

• onde ordinando, e integrando fi trova 

«4*1 > 


. n » f 'A* . - — * \/ p” H Co< : y -f- 

v)* Sen. x «)(«+i ' ' Sta. x Sen. x 

m* p* Q a f ‘ dx 

^ sen. * 




pa 

339. Operando egualmente fu la forinola -■ ■ 

Col. x 

fi ottiene 

*"dx 


w" Sen. 


Col! x 


■«•4- 1 


"■S 


— T 


X 




X: 


pa' 


ma fx Sen. x 


M X OT-t-l ' ' Col. X 


Col. x 


«+• i 
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Ut* 4* t* p dx 

■: — - X - ■■ ■ delie quali equazioni G prevaierà , come fi è fatto det- 

m)(*-H Ct l. x 

le precedenti de’ num. 331., 313. 

340. Dalle colè dette fin’ ora fi raccoglie qual elfer debba l’integrale della 
formoia a r ‘dx Scn. ac Cof. x, cioè fi ha S- ***** Sen. x CoC x zz 


it f ‘ Scn. x — — a f * Sen. x CoC x 

ì- a f ’ Sen. x CoC x — y a*‘ H ; -f- 

P t P l + 4 

4‘" 


fa r ’ Sen. je Cof x I a r ’ Scn. 


.e* 


>‘xr 


/ •+• 4 


f‘ + 4 t l f 4 


; pO«* 


cbè 5. a*‘ dx Sen. x CoC x — — a fm Sen. x CcC x — 


— S- * fw dx X C-Lx — Suux ; ma quello fecondo termine con fodituire 


I — Sei.x* in luogo di Cufix* diventa — - S* «"X 1 — aSen-x 1 = 


— — $• a F ’ix 4- — S. a r ‘ dx Su*. x * . L* integrale del primo di quelli due 


termini è — y* n' 1 ; e del fecondo giuda il num. 335. è 


2 a f ‘ Sen. x — — d a* Sen. x Co C x 
P 

p— 


4* 


a» 


>*X/ 1 + 4 - 


Quindi 


S- a *’ dx Sen. x Co f. .v — ~ a f ’ Sen. x Cof. x — ~ * r ‘ -j. 

7 P 


Z» 11 ' Scn. X* — a" Sen. x CoC x 

P 

___ 


4* r 

f‘Xf* +• 4 


Ff 2 
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ftt r ‘ Sen. x Cof x ; 2 a r " Sen. x * a f ‘ 

— — — • . -r— E P‘ ù generalmente fi ha 

f+4 / *»■ 4 f +4 

i . . 

* f ‘dx Sca x CoL x = — a ,x Sen. x Col. x — 

y S gP X x — n Scn. x Coli x v , e quello fecondo ter» 

mine li integrerà mediante la formola del num. 333. 

341. Quanto ho detto al num. 337. rifpetto' alle forinole 

* f * ix 'Sen x ; a px dx Cof. x , fi applichi alla formola 

a f ' dx Sen * Col. x " , nei qual modo con retta facilità e(Ta fi ridurrà 
all’ integrazione. • 

342. Ogniqualvolta fi incontrerà qualche formola contenente Seni, e Cofe- 
m , che non fi lappia integrare, farà di meftiere aver ricotfo alle ferie, rifolven- 
do 12 dura formola in una ferie , della cjualc li dovrà pofeia integrar cialcun tei - 
mine. Primieramente cerchiamo le ferie, colle quali fi può efprimere il Seno, e il 
Cofeno di un dato arco z= x : Sia pertanto y =r Sen. x , ed u — Cof. x. Dif- 
ferenziando la prima di quelle due equazioni fi ha dy — dx Cof x — (con fo- 

ftitaire « in luogo di Cof. x) udx , e però ^ ■ (A); e differenziando la fe- 

conda ne viene du — — dx Sen. x = ( con follitulre y in vece di Sen. x ) 

— jufx, e in confeguenza — = — y (B). Ma perchè quando 1 ’ arco x è eva- 

nelcence fi ha Ser. x — x ~ jr; e Cof x ~ a — 1 , perciò fi allumano le due 
Jrguenti lene indeterminate (C) y — x ■+- mx 3 4 - hx' ■+■ px 7 -h tjx » ec., e 
(D) n=;i4- 4- rx* 4- «-x 4 ec. , delle quali fi differenzi la prima fC), e 

, . dy 

" aVra dx ~ 1 + imx * + S”* 4 + 7 /** + 9 ?** ec.; e dalla feconda (D) , fi 


otterrà — ?px -f- jf,x 3 4 - 6 r x 3 ec. : Che però fe nell’ equazione (A) fi fo- 
li ituiranno quelli valori di e di w, fi avrà 


1 ■+■ 
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i -f *»*♦ 4- 7;*-* «• *> _ , 

— i — *x* — »x> — «C ec. J " ' * 

a fe nell’ equazione (B) (ì forti tuiranno i valori di e di y, ne verrà 

jf»x 4- z»x J 4- £*x 5 ec *) _ 

■ - > = o (F) 

X 4- mx> 4- nx> ec _) v y 

Ora con eguagliare a zero ciafcun termine di quelle due equazioni (Fj , (F) , fi 
otterranno i valori delle aflunte indeterminate m, », g ec., f». », *■ ec., cioè dall* 

equazione ( r ) fi ottiene m — « — f , p — - ec., e dall’equazione (T) 

5 S 7 

C i m f i» M 

2 ~ 4 3 * 4 3 - 4 - ’ 5 * """* 


m 

4- 5’ 


3 4- S <5. 


a. j. 4 5. 6. 


ec ; confeguentc' 


1 t t 

mente 1* — — — — , n — , p =z — ec.: Che però 

2. J 2. 3. 4. 5. 2. 3 4. 5. 6. 7. * 

foflituendo quefli valori di m, ti, p, ec ; p, w ec nelle equazioni Sen. x — 

y — x - 4 - ».x J 4- «x 5 4- |»x: ec. , e Cut x c= « = 1 4- fix 1 4- »x* 4- xx 5 ec, 
li avrà finalmente 


Sen. x — v 

X» 


* 7 

- 1 - 


3 

2-3 4 .J. 

2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 

CoC X — T 

X 1 

4- *’ 

X 6 

— pr 


2 

*• 3- 4 

2 . 3 . 4 . 5 . 0 . 


che fono le rteffè fèrie trovate in altro modo al num. 493. Tomo IV. 

343. Per rifolvere in ferie qutfte forinole è d' u. po alle volte ricorrere ai 
differenziali fècondi . Vediamone l’tfèmpio mila forinola CoC <jx . Si prenda 
y — Ccf. x, ed a — Cof. tfx, e poiché la y r; pprc ferita il Cofcno dell’arco x, 
ed » efprune il Cofcno dell’arco qx , fi avrà (pel numero 55. Tomo V.) 

iy Ja qtfy 

Jx =2 , e qJx — — — c , c or, feguenre mente : : — 

Vi — yy V‘ — V^—yy 




; ed elevando al quadrato } e togliendo i denominatori ne viecte 
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q* 7j~* )( i — uh — du 1 l i — yy • Si differenzi querta equazione rite* 

nendo collante dy, e ne verrà — uq* dj du — iud t u'^i — -.y — 

j iy d< * , vale a dite ( con dividere per du, e per dy ) 

(A) -- X i — yy 4- "9* — — = o. Ora allorché é evanefcente i’ 

<*/ dy 

arcò qx fi ha. CcC qx — i, perciò fi affilata la fguentr ferie indeterminata 
u — Co C. qx — l -+- r>y' 4- >y * -+- fy' ec. , quale li oitfuenzi, e Ir avrà 

<éz _ 

4 y 


— iiuy -+- 4 <y* 4 - 6fyi ec. . Di nuovo fi differenzi quella equazione ritenen- 


* 

do collante <Ajf, e fi avrà jr~r — zm +■ %■ 4 . «jr 1 4 - ?• 6. fy * ec.. Si fcftitui- 

<7 

. .. du _ 

Icano aderto pertanto nell’ equazione { * ) quelli valori di ; > di , , e cu u , 

J 

e fatto ciò con ordinare i termini fecondo le poterti di y elTa diverrà 
im 4 - j. 4 . »jr* 4- V 6 fy* ■+■ cc - 1 
— — ì- 4- n y* — ec. 


m ry 


Y = o 


+ «q\y* -h 

— 1 »y — 4’j 4 — «e- | 

J 

Si eguagli a zero ciafain termine di quella equazione a fine di trovare i valori 

• Q X 

delle affante indeterminate jw, w, p ec, c fi troverà m =z — 


n = — 


mq 


1 A m = <?*Y 9 * — 4 . ^ *9* 

3. 4. 3. 4 ’ ? 5 ó 


2 

6 »» 


16 


ec. : Per lo che foftituendo quelli ritrovati valori di 


— ** •“ 4 X? 1 “ 

2 . 3 . 4- 5 $ 

m, eo neiP alluma ferie indeterminata, (i avrà finalmente 

Co( . 9X = I _ ùL + il xEZjLj! - 

2 B- 4 


ec. 


nata 


a. j. 4 . j. 6 

344. FITendo y — Sen. x , ed » S-n. qx, fi affinila la ferie indetermi- 

u js. qy 4 - 4 - ny 5 -f- pj 7 eCt) poiché col divenire evanefcente l* arco 


qx 
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qx fi ha u ~ qx, e operando nell* miniera praticata nel precedente num 345. , 
fi otterrà 


Sen. qx ss qy — l]Ll Ll—L 

1 


9X? 1 


1 X 9 1 — 9 •y % __ 


1. j. 4. j 


?x 9 1 - « x ? 1 - 9 X 9 1 - * 5 - y ec . 

1. 3. 4- 5. 6 7 

345. Che fe in quelle due ferie fi. folli tuirà il valore di y, e delle file potè- 
Dà, fi avrà 

(G) CoC qx ~ 1 — _2l±£iv OZEL-ElI 4 - 


2. 3. 4. 


4* X?* — 4 X?* — 16 • Co1 x ea 
*. 3. 4 j. 6. 


(H ) Seti, q X =z q Sen^-l ^ 1 -; ^ — + 

f X V— 1 X^-9 • *>"•*’ _ 7 X? 1 — 1 x?* — 0 X 9 * — *5 .Stn x , ^ 

2. 3. 4. i- 2. 3. 4 5. 0. 7. 

345. Volendo evitare le porcili dei Senile Cofeni, fi dovrà far ufo delle 
formole date ai num. 523., 524. Tomo IV. Vediamone l’ cfempio nella ferie (G)* 

nella quale fe in vece di col' x , Co L x + , coli * 6 ec. fi folìituiran- 
no i loro valori prefi dai citati numeri, fi avrà 

1 2-2. 2.. i| /V& 2* l 4 V 6* /\j2 

_ jL^f-X-gZìyicoc,^ -OZEiAiEZylcoCqx 

1. a. 2* j. 4. Ad- 2. 3; 4- 5. 6 . A3 2. 

f xr ^jy 1 _ Ccf 2* 

2. 3. 4, A & 2. 3. 4. J. 6 A3Ì 

_ 4*x7— Txf ~ i6 v i£ 

2» 3. 4. J. 6. A 32 

347. Generalmente adunque fuppoflo CoC jxssM — N CbC ax -4- P CoC 4* 

— Q^Cvfi 6 x ec. Ciri 

M=i 
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M 


ec. 


_ t £_ 4 * X ■?’— 4 \J 1 _ 4 * X? 1 — 4 X? 1 - . 

2. 2. 2. J. 4. A ii 2. 3. 4. 5. 6. À32 

kt — . 9* 4* . 9* XT^-TX'/* - «VI* 

+ 2. 2. TT^'À r ^ ~2. 3. 4. 5. ó. ÀJ2 


p — 9 1 X ?’ — 4 \/ 1 4 1 X ? 1 - 4 X -/ 1 — »<syg 

2. 3. 4. A 8 I. 2. 3. 4. 5. 6. A3 2 


CC. 


Q.= + 


4 , X 4 1 - 4 X 4 1 -'* v» 


-»6 y 1 
6. À?t 


2. 3. 4. 5. 6 . A3* 

34»- Debbanfi integrare per mezzo delle ferie quelle due formole 

(!•) *x -t-f Seti. X “ , (II.) tix -+-ij Coi ac . Effendo. i -j-pber.x 

m Y m — 1 x w Y« — 1 X m — * , 3 

~t*jhtnp Scn.x 4 - p z àen. ac H pi ben. x 

1. 2. 1. 2. 3. 

W Ym-rlY» — 2 X Iti * - 4 . : * 

4 £ p 4 Scn. x 4~ cc M ed 1 -f- q Col x — 

2. 2. 3. 4. 

_ _ 41 y n — 1 „ —r — X » Y » — I Y n 2 ■ 1 

I 4“ n Q CofT x 4" — • ■ ■— 5 Coi. x -f* — ■ ■■ ■■ qi Coi. x 

2. 2. i« 2. 3. 

+ iJJEIlIEIXEl ? CZ7' + ec., farà 

*• 2- 3- 4- 

(!.) Z.v ^A+/Sen.x = Jx+mpilx Sen.x -f — ~ Scn x** -+ 


m X in — 1 V « — 1 
“2. 3. 


p 5 Zx Sen. x 3 -t- ec. 


(IL) rfx -f-flCofx = /x 4-njrfx Cofx 4 - !LJLl l — q* Jx Cof.x* -f- 

t* Y ri TV n "2" _____ 

— - q } dxCoCx s ■+■ ec. Quindi per mezzo del num. 310. 

integrando ciafcun termine E avrà finalmente rispetto alia (I.) 


S- ix 
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S' ' x X‘ + ^ Sen,x "' = *~ mf CoC * + P 1 j-CoCjf i>cn 

+ — — f X~ r i,cn- * CoCx - f CoC * + o fi* 

$• dx -+-/ ben. X * = X —mfCoC x — fXfiZL-^CoCxSen.jfec. 

l. 2 - 2 . I. 2 . J, f * j" * > 

e rifpetto alla (li) 

5 ' dxY ‘ +?>■ ofi*" =*4-"gScnx4-— ^”~V )(i-Scn.*CoCx4- L x 

+ 9* X J* Scn “ * Cofi* 1 + - Se*>-* 4- ec., o fi* 

5 ' at = x +■ nq Sen . x ■+■ g* Sen.x CoLx ec. 

+ ^Ei x 4- ilELxEI, , x i Sen . 

x* a- *• i. 2 . j. A 3 

349 Se fi vorranno evirare le potetti de’feni, e cofeni , ciò fi potrà Tempre 
fare mediante la foftituzione delle forinole de’num. 523., 524 Tomo IV., come 
fi è praticato al num. 34 6* In quello modo i* equazione (li.) diventa 

X* —dx+ nqJx Co fi X 4- ’ ■ g l dx^ — 4 - i. CoC 2* 

4 - — — ' — ■ g 1 dx Vi Cof. x -f- — Cof 3* 4- 

»• 2. 3. A4 4 1 

"^r~' a ! ( T 1 »~ * 4Af X8' + r c °^ + 8 Lco£ ^ «■ 

o fia 4 * ^14- 5 Coi.* ss 

Timo P 7 . G? i* 
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dx •+• nqdxQoC x 4 - — ■ 1 q l dxCoC lx ec- 

l. 2. 2. 

+ H _lEI ? vx + iL E[xF ì V L f ,d l 'C 0 c M 

1 . 2 . 2 . x. 2. 3. A4 


" X 1 X X " — iV j, 


.x. : -.x T x.- ! X i^ at „ 


1. 2. 3. 4. 




il di cui integrale è $• 1 -t- y UjC x = 


njSeax 


B Yb— i\/ , »Va— iYb— ai/» 

+ -ih-rX * * - -VtVXa fc "-* 


« Yb— t 

— ■ ■■■ — j*Sen. ix ec. 
1. 2. 4. 


1. 2. 3. 4. A 8 


X”— 1 X*— * X w — 3 ^ i ? ‘ x . 


I. 2. 3. 4. 


350. Avendo più volte parlato de’ Seni, e Cofeni iperbolici, foggiungerò bre- 
vemente alcune equazioni di riduzione infervienti a integrare le formolo , che con- 
tengono Seni, c Cofeni iperbolici. E primieramente dal num. 100. Tomo V, 
fi ha 


« 4-1 


X Co£ F. x $. d*Stn.h. x 

ÌM 


I. S • d x Sen. b. x — — Sen. b. x 

tfl 

e dal num. zoi. luogo citato fi ha 

II . 5. dx Col b. x = L Co£ b. x X Sc n ' ^x H S- dx Coli b. x 

Dt m 

Sen b. x 


m — 1 
m 

Cof. b. x 


m — 1 


3Ji. Operando fu le forinole relativamente al- 

" Sen. b. x 


Cof b. x 

la maniera tenuta al num. 311. , fi troverà 

dx 1 Sen. b. x 

Cu£ b. x~" ~ 1 Co £ b.x 


111. s- 


1 Sen. b. x n — 2 r> 

~ eoe b.x + J' ir 


dx 


Cc£ k x 


IV. 
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I Cof b. x m-t-i o ix 


*55 


S ix i. Coi! b. x w-t-i p » 

Sen. b. x m 1 Sea b. x m 1 ^ Sen. 


b. x 


352. Parimente operando fu la formola Sen. b. x Coli b. x relativamen- 
te al modo praticato al num. 313., fi avrà 

V. Q. ix Sen. b. x 1 Cot b. x *' t — — — Sen. b. x " Cut b. x -f- 

Q. ix Sen. b. x Cof. b. x 1 

m+n J 




V). S- dx Sen. b. x 




Cof b. x 


=r — — Sen. b. x Col. b. x — 

»!+•» 


Q. /x Sta b. x ' Cof b. x ' , 

PI 

353. Finalmente operando fu la formola 


Sen. b x 

latinamente al modo ufato al num. 31J., fi avrà 


Cui. b. x 


re* 


VII. 


ix 


Sen. b. x Cof b . x 
m-h » — 2 o ix 


= iX 


Sen. b. x Cut b. x 


7=1 + 


+-»— 2 Q 

FI— I vj 


Vili, 


Sen. b. x Cc f b x 
ix 


Q _ t y_ 

Sen. il if Col. b x tn tAc. 


Sen. b. x Cof b x 
in — « 4-2 C' ix 


Sen. b. x Cof. bx 


-«4-2 p 

» — 1 o 


Sen. b. x Cof b. x 


354. Se nella precedente equazione VII. fi foftituirà — m in luogo di m, e 
n in vece di « nell’equazione Vili., fi avrà 


IX. 


ix Sen h x 


Cof. b. x 

m 4 -n — a p ix Sen. b. x 
^ Cof b. x 


— — V — 
»— « A 777 


Sen. b x 


Cof b. x 


Gg i 


X 
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X. 


s 


dx Col. b x 


Seri. b. x 


I w Col. b. x 

A Son .b.x m ~ l 


md-n-bt 
m — I 


s- 


d x Cof. b. x 
Sca b. x 


ARTICOLO VII. 

, * 

Della quadratura delle curve , e della maniera di fervirfene per tremare (di iute, 
grati di quelle forinole , che non fono algebraicamente integrabili. 

355. S~\ Uadrare una curva non è altro, che trovare il valore dello fpazio t et- 
minato dalla curva, t da linee tette, come farebbe trovare il valote 
dello [p!U\o ACB (F ig. 11.) , ovvero dello fpazio DFE (Fig. ir.) 

30 . Se le rette AC, DF (i divideranno nelle parti A(, D^, ( m, 1 mt, tip ec. 
infiniutimc , indi dai punti dì divifione /(, w, », p. q ec. fi alzino le ordinate 
ia, mb , nc r fc ec. , il valore delle dette aree, o fpazj rifulterà dall’aggregato 
degli fpazj Ala, Dia , alrnb, bmnc , cupe ec.: Ma prendendoli le rette AC, DF 
per gli adì delle abfcitfe, le parti infiniteiime A< , DI, k,m , mn, np faranno . gli 
elementi deli’ abfcilfa x, vale a dire faranno eguali a dx : Dunque 1 ’ efpreflione 
di ciafcuno di quelli fpazj fari ydx, i quali fpazj fono infinitamente piccoli (giu- 
da il num. 14. Tomo V.) Quindi perché 1 ’ area della curva rifulta dalla forum» 
di tutti quelli fpazj infinitefimi , la formola perciò efibente l’ area delia curva 4 
S. ydx, dove la lettera ? rapprefenta una funzione di x. 

357. Quella forinola ha luogo allorché le ordinate fono normali alle abfcifie: 
Ma (e non lo faranno, come le AB, DE, ( Fig. 13.) le quali fanno un angolo 
qualunque BACc=w coll* alfe delle abfciflè, in tal cafo chiamando quelle ordina» 
te =ji,Iè dalle loro eflreraità 6 abbatteranno le normali all’ alle delle abfciflc, 
come da B la normale BC, farà il triangolo ABC rettangolo , e in confi-guenza 
fi avrà quella proporzione: Come il raggio ari al Sen. w, così ABa=jr a 
B C~y Sen. m: Ma dal prodotto della BC nell’elemento dell’ abfciila rifulta l’ele- 
mento dell’ area : Dunque l’elemento dell’area in quelle curve, le di cui ordina- 
te fanno un’angolo qualunque coll’ atte delle abfcifìè viene efprettò dalla formola 
y Sen. m dx , e in confeguenza la fòrmola dell'area é Sen. « ydx. 

358. Se l’elemento dell’area di una curva farà ydx, e l’elemento dell'area 
di un’ altra curva fia zdu, e che fi abbia ydx— zdu , col mettere in proporzio- 
ne quell’ equazione ne verrà y : z, : : du : d x ; da cui fi raccoglie che allora le 
aree di due curve fono eguali quando le loro ordinate danno in ragione recipro- 
ca degli elementi delle abfciflc. 

359. Stante ciò farà facil cofa dato l’elemento dell’area dì nna curva tro- 
vare una infinità d’ altre curve , le di cui aree fìano eguali . Sia ydx 1 ’ elemento 
dato dell’area di una curva, la di cui abfcifl'a è x, e l’ordinata é y, e fi voglia 
trovare un’altra curva , che abbia area eguale, la di cui abfciffa (ia », e l’ or- 
dinata fia », Per ottener ciò fi prenda a piacere un’ equazione, le di cui varia- 
bili 
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bili fiano te precedenti ablciffe x, u , che per maggior brevità rapprefento cosi 
X=V. Si differenzi quella equazione, e fi avrà X' dx—V'du (le X', V' fono 
funzióni di x, a), onde ne verrà X‘: Vi: du: dx, Si faccia in lèguito quella 

7 V _ 

proporzione X' : V : : y : * , da cui ricavali a = -—7- . Ora avendofi quattro va* 

A 

riabili x, j, », », e tre equazioni, cioè P equazione tra x, y della curva data, 

»V* 

l’equazione X=V, c l’equazione * = , fi eliminino per mezzo loro le due 

A 

variabili x, y, con che rellerà un’ equazione tra le due variabili a, a . che farà 
1’ equazione a una nuova curva , la di cui area farà eguale all’ area delia curva 
deca . 

3<5o. Sia per efempio xy—t 1 P equazione della curva , della di cui area è 


P demento ydx — — dx , fi debba trovare un’ altra curva avente u per abfeif- 

4* 

fa, e a per ordinata, che abbia P area S- %du — 5. — dx . A quello fine mi 

x 

formo a piacere colle due variabili x, » V equazione (A) ax l +cx , =u i — 

quale differenzio, e mi viene 2«x-t-2txX dx — 3»' — a* X du . Fatto ciò infli- 
tuifeo quella proporzione aax4-2rx: 3»* — « *::y:a, cioè (con follituire il va- 

fl* 

lore di y) ìax-^-icx: 3» 1 — a 1 : ; — : » , da cui fi ottiene i«x* 2rx’ =3 

5 gg * ^ 

X 4 * • Sottraggo pertanto quell* equazione dall’equazione (A) moltipli- 


cata per 2, e mi viene 0= 2»*— 2« l » -f- ib* 




-X* 1 . 0 fia 


»>* — a’si + Px — L «‘a 2 -f- .La* = o, che è P equazione alla curva 

La* a 1 — i-a* 

AB CD E (Fir. 14 3, della di cui area P elemento — — —r; — X du t 

' 0 1 ' » } — a z «-t-è J A 

= — <fx; come fi cercava . Nel defcrivere la curva ABCDE ho prefo <t—i, 

f'—t • con che l’equazione diventa » J o — 4»*4-z — < 5 u x 4-8 = 0. 

1,6 1. Avendoli la formnla generale efibense la quadratura delle corvè , che è 
S- ydx , qualora farà data da quadrarfi una curva, non altro fi dovià fare, che 

alla 
nelle - 
cui fi 



nc» 
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* 

ricava y = —7- : Chi però con follituire quedo valore di y nella forinola 

S ^ w - 4 - 1 . a m ^“ 1 

. - — - dx — — ■ ■ . Onde fe l’ iperbola 

* m — . . x" _1 

farà CDL ( F!g. 15.) riferita agli afinteti AB, AK, che fuppongo prolungati coi 
rami dell' iperbola all’ infinito in B, K, e le abfciflè x fi prendano full’ afintoto 

*'"+■ 1 dx 

AK , coll’ aflfuraere per elèmpio AH — x, farà — I* elemento dell’ area 


AHGCB; e perchè ^ 


a*"*- « dx 


, farà AHGCB 


m — 1 . x 


m — 1 . AH . 

iói. E qui fi oflervi , che fe fi vorrà Io fpazio FDGH, poiché FDGH == 
IGCB r ' 1 • 


AHGCB — AFDCB, fara (dante che AHGCB =2 — 

*”+ I , 

—=■5=; — , ed AFDCB — — 

m — 1.. AF 

*”♦ ' a ”+ ■ 


m — 1 . A H 
FDGH = — 


a--* * \ 

A P ‘ / 


m — i . AH 


-io—. 


» — 1 . A F 


■">— 1 


a m *~ 1 w — — i— »i 1— <• 

~ j" X A *" — A H .. Quindi fuppoflo che «, qual dev’ edere ra- 

zionale, e poficivo, Clan numero intero, e maggiore dell’unità o pure una fra- 
zione impropria lo fpazio CEHG è = 


m—i . A H 


=r- + 


— — — = (fuppofta AE infinitamente piccola) +■ 

Pi 1 , A £ * 


A E 


•1— »• 


. ; confeguentemente lo (patio CEKL =z-h 


1 a F 


m — » 


fuppofta infinita 1 abfciflTa AK. Parimente nella ftefla fuppofizione di AK infinita 
lo fpazio FDLK è = = ( perchè 
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v .4 

a m + I 


2 i ? 


* i f 1— m à m +“ * 4 r m 

— — rX A K 4 infinitamente piccolo) —-V a F . Lo fpazìo 
poi EHGC (CuppofU A E infinitamente piccola) 4 = 

^ — y^AE —AH = (perchè ^A E * infinir 


infinitamente 


maggiore di ^A H ) —— - ^AE 1 *. Che fé allo fpaaio EHGC 


*”"f *v / _— -i— * «"+• « [_a 

= YaE AH fi a gg‘ un gffL il rettangolo ABCE 

=. AE X EC = x X Ai— = ===*=:, , verrà AHCCB = 

* AE 

a”*- « a"* 1 i-m a™-*-» 

jg— *' + ^= 7 “ XA£ “~^rrXAH , vale a dire = 

X AE - — X AH- = (perché-- XST 1 - 
è infinitamente maggiore di ^ — X À H ‘ " ) — X A E ’ Onde r e. 


ftando AE infinitefima, e AK infiniti! lo fpaaio AK.LCB è = 

ma’"*' a’*' ml ~ - 

YaE 1 — ——YAK' = 

m 


— — X rt E — X A K = ^ — X A E . Qualora poi 

la Jettera m efibifea una frazione propria, in tal cafo (irà DFHG — 

^ ' - ~ b , ed EHGC = _£ 1 _'_£h 


i — m 


co- 


. AK 

me pure EKLC — 

363. Se fi fupporrà m — i> 1 ’ equazione jx“ = «*+• 1 direrrà jx — a* , 
che è all’ iperbola Apolloniana equilatera : Onde perchè fi ha j , o fia 


y — — con fare * =: 1 , la formola efibente 1’ area di quella iperbola è ' 


S che però lo fpazio DFHG è = l. AH — l. AF — l. 


AH 

AF 


.Che 
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fe farà AF = * = i, fi avrà UFHG /.AH, perchè /. AF = or Parimente 
Io /pasto fcFDC = /. AF — /. AE =e — /. AE; Ma fe AE /àrà infinitamente 

AH 

piccola, Cui lo fpazio EHGG = l ’ 3 Tì e ficcome in tal cafo la quantità 

è 

è infinita, cosi pure è infinito /. -jjji , e in confeguenta ancor Io fpazio 

EHGC. Infinito eziandio è lo fpazio EKLC (fuppofla AE infinitamente piccola , 

AK 

cd AK infinita), il di cui valore ò 4 : E ficcome (pel num.311. Tomo IV) 

* - • . * j- 

AH 

i AECB = a 1 = t, Berciò lo fpazio AHGC è = L — +- t , e Io fpazio 


AKLC è — 


AjC 

At 


+■ I. 


3Ó4. Debbafi in fecondo luogo quadrare la parabola, la di cui equazione è 
y x = ax, da cui fi ricava y — Si prenda la formola generale g. J^x, c 


foftituendovi quello valore di y, fi avrà $. dx y'ax 



2 2 

— Vax \l*x — — x \J*x — 

3* 3 


z 

ì 


xy (con follituìre y in luogo di i/ax), che è lo 


fteflò valore trovato al num. 377. Tomo IV.. A quello integrale non fi è aggiun- 
ta la collante, perchè l’area li annulla allorché fi fa x =: o. 

365. Debbafi per ultimo quadrare la curva BCAD ( Fig. 16 ), la di cui 
equazione i r 1 + 6ax 4- 5»* — 6 ay =z o , dalla quale li ottiene y ,c= 


* , 
6i + x + 


> 

6 


Si follimi fca pertanto 


ivi tuvin 


O 


valore di y, e fi avrà S- 1 + * + \ » = 7*7 + J- ** + \ «x 

■+■ A. Ora fi olTervi, che le abfcillè x cominciando dal punto E, allora l’area fi 
annulla, quando il valor dell’abfcilfa è EA — — a. Si follituifca adunque nel 

a z 1 

ritrovato integrale — a in luogo di x, e con ciò fi avrà — ^ +• — a* — 


K 

7 
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j- a 1 z=z — a 1 . Quindi l’ integrale completo, che foraminiftra l’area della prò- 

o lo 

polla curva è -h ~ x* + \ ** + , \ «*• 

l 66 . Se 1 * integrale trovato farà algebraico , il valore dell’ area cercata verrà 
elpreflò da una quantità finita: Ma fe la Formola elibente l'area non firà jlge- 
braicamente integrabile, allora per avere quello integrale bifgnerà ricorrere arie 
ferie: Come dovendoli per efempio quadrare l’elilfe, là ai cui equazione è 

> 

«*jt* = c l X^ 1 — **, donde ricavali j = — X y 1 * 1 — ** , fe nella formola ge- 
nerale S jix f* fbftituirà quello valore di j , ne verrà 

S- ~ v' jl — il qual integrale non è algebraicamente elprimibitc. Quindi 


a norma dei rum. 844. Tomo IL fi rifolva in ferie la quantità yur* — ** , e il 


troverà ^a l 


* za 


x * 
8a< 


x* Jx* 

»6a’ ia8a 7 


— ec. , e 


■ , , , 4 Jl ex* - - 

a v«-* - r - - - — ~ 


ex 6 

lóa* 


jrx’ 

128«* 


ec. : Che però 


moltiplicando quella equazione per Jx, e integrandola fi ha 

cx-r 
11 za* 


ex » 


s. - - s* - 


1 CX* 


40/* 


H520* 


•ec., 


che è la fleflà ferie elibente l’area dell’ elidè trovata in altra maniera al num. 787. 
Tomo IV. 

367. Qui poi fi richiami alla memoria ciò, che fi è detto al num. 391. luo- 
go citato, cioè che fe fu l’aflè tranfverfo dell’ elide farà deferitto un circolo, da- 
rà l’area dell’ elidè all’area del circolo, come 1’ alfe coniugato all' alfe tranfverfo; 
o pure come l’adè tranfverfo all’ adè coniugato, fe il circolo fari deferitto fa T 
alfe coniugato; ond’è che la quadratura dell’ elide dipende dalla quadratura del cir- 
colo, cioè quadrato il circolo fi ha eziandio la quadratura deli’ elide. . 


368. Parimente data I' 
operando nello fiedo modo 


’ equazione c'jr 1 = a* Y c l •+ 
la di lei quadratura elprefia 


• x* all’ iperbola fi trova 
così 


S. J 1/e 1 +■ X 1 X'x z= ax + ^L 

Tom. V!. 


— — — 4 - — — , -+- ec.. £ ficcomela 


ax 5 

40C* 

Hh 


nzr° 


fe- 
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ferie, che di 1’ area dell’ iperboli equilatera, la di cui equazione è 

y = V* 1 +• * l > trovali c fiere $. dx + x ' — ex + 

6 e 4 oc» 

— ec., e quefta ferie fta alla precedente come r : —, vale a dire, come 

e m . a ; quindi è che la quadratura dell’ iperboli non equilatera dipende dalla qua- 
dratura dell’ iperboli equilatera, cioè troiata la. quadratura di quefta fi ha ancora 
la quadratura di quella > 1 ^ che pure crafi avvertito al nunu 397. Tomo IV. 

l 6 g. Ucbbali quadrate la cicloide, della quale abbiamo parlato al num. 732. 
Tomo IV. Si dica = 1 il raggio AB ( Fig. 17.) del circolo generatore AiH , e dal 
vertice A li facciano cominciare le abi'cifle , onde fia AC feno verfa del circolo 
— *• Dall’ eftremità C di quefta ablcifià li alzi l'ordinata CD = v, la quale 
(giuda il num. 736. Tomo IV.) è eguale al feno Ci -4- l’arco Ai. Ma (pel num. 

dx 

tìj. Tomo V.) la formola dell’ arco Ai è g. — , e il feno Ci è — 

^lX — XX 

, , dx • Jx 

Vix — xx;. dunque y = S. -, „ -+• y/ zx — xx, e dy — . 4. 

•rflx — XX V 2X — XX 

dx — xix % — x)(dx dx y/l—x 

“wss = = ~ — = t“" ““i*» p" w 


dx 4 / 2 X — v v - 

- — Ora (pel num. 8 44 . Tomo IL] i/ix—xx = ^ix — 


ly/~X l6 *^ X d 4 X*V« 


5 X * aVx _ 

1024X 1 V IX V Z 


L 

X 


7 ^ 

x 


X 

X 

X 

5 * 

■ 77 Ì 


ó 4 

102 4 VZ 

quefta 

dx 

equazione per — 

ne viene 

Jy~Ìl_ 

1 

ì 


T 

x dx 

x dx 

x dx 

3* /x 


1 6 V* 

Ó 4 V2 

102 4 y'z 


idx 

yax 


y — 
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3 = 4 



i I 1 

i i < 

XXX 


iV * J- «Vi 7- 3*V* 


9- 


» 


x 

5* 

JI2V2 


— ec. Se per- 


tanto nella formola generale S. jix fi foftituirà quello valore di y , indi fi palli 
•all’ integrazione , fi troverà l’area della cicloide elprefsa dalla Tegnente ferie 


S , 8. * 1. x IX tx \x 

ì- Vi J-SV* 5- 7* «V* l-V'^Vi 7-»i-25Va 
E ficcome quell’area và a zero allorché fi fa x — o, però al ritrovato integra- 
le non fi deve aggiugnere alcuna collante. 

370. Qui poi fi oflórvi, che fe in vece di cercare l’area interiore AOGH 
della cicloide, aveffìmo cercata l’elleriore ADGF, più facilmente fenza tanto cal- 
colo faremmo giunti a ravvifare dell’ una, e dell’altra il valore. Di fatto effóndo!! 


L 

a 



2X 


L 

a 


ìx 


2 L 

X 


ri 

a 


nel precedente num. trovato dj =z ut = 


dx V tX — xx 


= ^*1 , e P elemento 


dell’area efteriore effóndo kD)(tm, cioè [perché = x] 


*x 


dx V ìx — xx 


= dx Vi" — xx j il valore in conferenza dell’ area efte- 


riore è 5* </* Vix—xx* Ma (pel num. 154. V. delle formole efibenti aree cir- 
colar } , il valore ci quello integrale è il fegmento AiC; dunque a quello fegroen- 
to è eguale l'area efteriore ADJG e però al femicircolo aHM è eguale l’area 
efteriore ADGFA della cicloide . Ora la retta AF effóndo eguale alla femiperife- 
ria, il rettangolo AFGH, che rifulta dal prodotto del diametro nella femlperiferia 
è eguale al doppio dell’ area del circolo ; fe adunque dal rettangolo AFGH fi f >t- 
trerrà l’area efteriore della femicrcloide , che come fi è trovato è eguale all’area 
del femicircolo generatore, refterà l’area Interiore ADGH eguale a un’area, e 
mezza del circolo generatore, e in confeguenza l'area intera della cicloide è egua- 
le al triplo del fu, detto circolo. 

371. Se le curve da quadrarli non faranno riferite all’afló, ma al foco, fu« 
birà qualche mutazione la formola generale, che ferve a ritrovarne le aree. Sia 
ArCD [Fig. 18.] la curva riferita al foco A. da cui tutte devono partire le ordi- 
nate, cede quali una fia AC: Infinitamente proflìma a quella ordinata fi conduca 
l'altra AD, e il Terrore infinirefimo CAD, o fia CAE farà I’ elemento dell’ area 
delia curva. Ora effóndo AC =. jr, CE = dx, il valore di quello fettore CAE 


farà 


1 

2 


ydx: Quindi la formola generale efibentc l’area delle curve riferite al fo- 


li h 2 


co 
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co fi trova e (Ter e — ydx. Qualora pertanto fi dovrà trovar l’ area di una. cur- 


va riferita al foco , bifognerà prendere la di lei equazione, e dalla medefima rica- 
vandone il valore di dx dato per y, e dy, fi dovrà loftituire nella precedente for- 
moli generale la quale integrata lomminlflrerà l'area cercata . Intanto poi piutto- 
fto che il valore di dy develi loftituire nella formola generale il valore di dx, per- 
chè dx efièndo l’elemento di un arco deferitto con un raggio variabile, non rico- 
nofee alcuna determinata linea per fuo integrale, confeguentemente è di medierò 
farlo fparire . 

371. Debbafi per e (èmpio quadrare la fpirale logaritmica BCDEFGHKLM 
[Fig. 19-] , la di cui equazione (pel nura. 173. Tomo Vi) è rdx =r tdy. Da que- 


* * 

fta equazione fi prenda il valore di dx, che è dx — 



quale fi foftWfca 


■ella formola generale ^ $. ydx , e fatto ciò fi troverà — S* ydx — 

* ‘ \ • 

— S- , che è il cercato valore dell’ area della fpirale logaritmica, 

;r r 

vale a. dire a cagion d’ efèmpio 8 valore dell’area BAC = , ficcome l’efpref- 


fione dell’ elemento Cat è —ydx: Ma quello integrale non è completo, poiché 

allorquando l’area CAB va a zero, l’ordinata y diventa =r AB — r, confò- 

guentemente l’integrale trovato diventa. rr — rr: Quindi l’integrale com- 

V 4 

sj 1 1 

pieto è — — rr. Che fe fi prenderà un’altra ordinata AN =: « , farà iilef* 

fi mente l’area ANCBA — — — rr: e però Tarea ANCA = — — 

-V 4 4 r 

373. Cerchiamo in fecondo luogo il valore dell’area nelle infinite fpirali pa- 
jaboliche. Dal num. 2 69. Tomo V. fi prenda la loro equazione generale, che è 


ftjy dy. 

=• i+à' e quello valore di dx fi fb (lìtui fcar nella formola generale 


nx 
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* 4 S 


i- ^ ydx, con che fi a»» L ^ jidx =: i- 


W h 

2 ±L 

a 


j±» 


tV 


?+ „ j il quale integrale fi renderà completo con oflfervare , che 


« ■+* «X*»* 

quando l’ area va a zero, non va a aero P ordinata y della curva , ma diventa 
eguale al raggio del circolo generatore, cioè = r; onde nella fuppofizione. che 
l'area fi annulli, il valore del ritrovato integrale palla ad eflcre 

f+M 


pqr 


rr 




confeguentemente l’integrale completo è 


z»Xir 

a 

w 


fqr 


i±i aXf 


q a» X*» 1 

374. Ho detto doverli diminare la dx , non già la y dalla formoli 

~ S- y* a norma del num. 371. a motivo, che non fi può avere l’integrale di 

dx, perché e (Tendo egli P elemento di un arco deforitto con un raggio variabile 
di muna linea i il differenziale: Che fe fi troverà il valore di dx efpreflb da una 
forinola contenente l’elemento di un arco deforitto con un raggio collante, allora 

foftitaendo nella forinola ~ S- ydx quello valore di dx, fi potrà pofcia erttnina- 

re la jr, onde integrando fi otterrà la formoli, o fia valore dell’area dato per P 
arco del circolo deforitto col raggio collante. Per ottener poi il valore di dx 
efpreflò da una forinola contenente l’elemento di un arra deforitto col raggio co- 
sante, fi faccia cosi: Sia AraCD la Curva 18. V, le di cui ordinate partono 

dal 
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punto A. Col rare’ 0 arbitrario AP r= r fi deferiva il circolo PQRS; il quale ta- 
gli le ordinate infinitamente prrilimc AC, AD in *, e : Si dica = % l’ateo P a, 
onde farà = dz il di lui elemento ac\ ma i triangoli A«e , aCE lòno limili , e 
però foni minilh ano quella proporzione Aa: AC : : ac: CE, cioè r : y:: dz: dx: 

y /s ■ , 

dunque dx = — — , che è il valore cercato di dx dato per l’ elemento dz dell’ 


arco P a deferitto col raggio collante AP . Se pertanto nella formola 


r s- 3 ** 


fi foftituirà quello valore di dx, effa fi cambierà in 



che è la for* 


mola elibente l’area della curva, da cui potrafli -mediante l’equazione della cur- 
va da quadrarfi eliminare la y , con che avralfi il valore cercato dell' area dato 
per l’arco z. 

375. Balleranno due eferopi per ridur alla pratica l’efpollo metodo. Prende- 
rò il primo efempio dalle infinite fpirali paraboliche, delle quali {pel num. ìóg. 


1 


Tomo V. 


l'equazione è dx = 


Pi' dy 

1±L’ 

m 

nr 


dove la dx è P elemento Rn (Fig. 


20.), e però dx è l’elemento di un arco deferitto col raggio variabile- Cerchia- 
mo pertanto primieramerre il valore di quello elemento dx dato per l’ elemento 
del circolo generatore APHD, il di cui raggio CA rrt collante: A quello lire 
fi inllituifca la feguente proporzione CR ( = 71): CZ (= r ) : : R« (= dx) 


ZX (= dz), poiché AZ ss z, donde fi ricava dx — . Si foflituifca adef- 

r 

fo nell’ equazione propolla quello ritrovato valore di dx , e ne verrà 


1-" 

n 

pqy dy 

d* = , di cui fi prenda l’ integrale , e fi avrà z — 

IV 


nr 

Da quella equazione fi deduca il valore di y, che è y ss 


I 


ty 


t 


r 


I 

r» 
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M7 


TZ 1 ' » * 

— , che inalzo al quadrato i e mi viene = 


»» 

» 


• : Fitto ciò fotti- 


z p 

tuifco qucfto valore di j* nella forraola generale — X. — , con che ritrovo 


iS-^=rS- 


rz* Jz 
** 
V 


qrz. 


*”+t 

1 


in+q , f 


zn 

7 


-, il quale integrale è com- 


pleto , perchè facendo » — o li annulla il ritrovato integrale . 

376. Prenderò il fecondo efempio. dalla curva ACD [ Fig. iS.], la di cui 

ayjy 

equazione è — — — — Jx, dove y — AC, e Jx — CE, Per ritrovare pri- 

** + -or 

mieramente il valore di Jx dato per I* elemento di un arco delcritto con un rag- 
gio c ottante, col: raggio hi* — a deferivo il circolo PQRS, pofeia infinitamente 
prodi, -na all'ordinata AC conduco l’ordinata AD, e inlt ruifc» quella proporzione 
(con chiamare Parca Pn == *) A* (=. a),: AC (=t j») : t ae ( — Jz) : 


CE (= Jx), da cui ricavo Jx — 


yiz 


SotticuiftQ quello valore di Jx nella 


data equazione, e mi viene — 




<&; che integrata dà Are. di Tang. j 


= *, perchè (pel num. i* 5 j. IV.) l'integrale di j r 4 Are. di Tang. y. 

Ora da quella equazione Are. di Tang. y — z ricavo jt = Tang. z , che inalzo 


al quadrato, ed ho j* — Tang. z == 


Sci), z 
Coll z 


■ x [pel nura. 16. L del calcolo 


de’ triangoli piani Tomo III.]. Softiruilco pertanto nella forinola 


rS 


y'Jz 


il ritrovato valore di y * , e con ciò etti» divena 
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!_ C UL - — L C ì> — — — Di quella formola prendo l’integrale coìT 
2 O' " i O n Coli a 


dt Sen. z 


ajuto dell’equaziou generale data al nam. 517. II., con che ritrovo 

i 

— L ^ dz ben. z 1 ; e di quell’ ulti- 


rS. 


iz Scn. z 


S-.n. z. 
2* Coli z 


a Coli z 

mo t creine prendo l’integrale per mezzo del num. 310., onde ho 


’z ben. z 


— — Sen. * Coli * Confeguentemente Tin- 


tegrale cercato , che efibifee V area della propolla curva è ^ 


dz -k r z 


a Col. z 


Sea z 


Sen. z Coli z 


— — = (mediante la riduzione allo (teflb deno- 


ta CoC * ia 19 

•* . „ Sen. z -I- Sen. x CjI z — a Cof. a - -. . 

minatore) = (con loltituire 1 in 

2« Col. a 


. * .. -x 1 Tw z v Sen. a — a Coli a , 

luogo di Sen. a - 1 - Col. a ) Facendo a ~ o que- 

6 4 za Col a 

Ilo integrale lì annulla, e pelò il ritiovato integrale Scompleto. Col fare a — 90' 


il ritrovato valore dell’ area lì riduce ad 



prende il raggio = a), che 


è una quantità infinitamente grande, e tale in confeguenza è l’area cercata. 

377. Dopo aver veduto in che maniera fi può trovare il valore dell’ area di 
una curva, della quale fi ha T equazione, palliamo a vedere con che metodo 
trovar fi portano quante curve fi vogliono tutte quadratali , e non folo quadra- 
bili , ma che in oltre abbiano T area eguale a un propollo valore . Volendo in 
primo luogo trovar delle curve, che liano puramente quadrabili lenza eligere, clic 
fé loro aree abbiano piuttollo un valore , che un altro, fi faccia cosi : Si prenda 
comunque a piacere una funzione di x, che generalmente faccio =X, quale fi 
differenzi, e- fi avrà X dx (la lettera X' efprime parimente una funzione di x ) , 
che ti eguagli alla formi la generale delle quadrature ydx , e fi avrà Xdx— ydx, 
da cui li ricava in primo luogo X'=xy, e in fecondo luogo §.ydx^z§. Xdx =. X. 
Fatto ciò fi deferiva la curva dell’ equazione jf~X', nella quale y è T donata, 
ed x TabUilla, e quella farà una curva quadratale, la di cui area faià eguale ad 
X. Quante poi funzioni di x fi vorranno prendere ad arbitrio, altrettante curve 
tutte quadrabili fi troveranno nel modo detto. 


378. 
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CAPO L 
37S. Per venire alPeferapio prendiamo la funzione 


ARTIGOIO V 1 L 149 

3 ** — ?x’ 4 - io 


> delia 


quale il differenziale è 


15 irtx- -9*’ -+- . 4 x‘ — ^ 


jd 


— x*= 


3* 4-4V 1 — 
X» 


fi troverà j 


X- > che G eguagli a ydx , onde fatta la divifione per V», 
3* , -l-4*‘ — 15 

— • Si deferiva la curva di quella equazione, che 

è BCDEFG ( Fig. ai.), di cui I’ area è quadr.bile, come fi cercava, e il fuo va* 

lore è cfpreffo dalla quantità — -* 10 . 

ix * 

3 19 - Si prenda in fecondo luogo la forinola 2x> — Are di Sen. x-f xf.x—x 
(il raggio del circolo fi allume =:i), Si differenzi, e ne viene óx’dx — 

dx 

: 4- dx 1 . x , che eguagliata alla furinola generale ydx efibifee y — óx'— 

y'i —xx ' 


— ; -f- l x. Ora delcrivendofi la linea di quella equazione fi trova la cur* 

V'i — xx 

va C EFGa 6 HK LD ( Fig. 22 ), che è quadrabile, e della di cui area il valore 
« — Are. di Sen. x + xl.x — x. 

380. Ma fe fi vorrà, che l’area della curva cercata abbia un tale determina* 
to valore, in tal calo bifogqerà prima cercare 1’ clpreflione di quello valore, qua- 
le trovato, e che fuppongo per ora c=X, lì dovrà differenziare, pc fi ia fi dovià 
operare nel modo llcflò praticato nel precedente num. , facendo X dx — •jdx , e 
però X' —j M , onde dtlcrivendo la curva di quella equazione , 
cercata . 


quella equazione , ella fata la ri- 


l8t. Quantunque per le cofe già dette il modo d’operare lia abbailjnza ma- 
nifello, puie non larà inutile il vederne l’efempio. Oebbafi pertanto tirrovare una 
curva riferita alle coordinate x, y notmali fra loro, la di cui arca fia eguale all’ 
area delia parabola apolloniana avente la fteflà a bili ila x , e il parametro — ; , 

più il rettangolo di — in x . Poiché 1’ area della parabola è (pel num 364 ) — 

— xy’ } x, 1’ area perciò della curva da trovarli deve effere = — xy'jx -f- J x . 

3 1 ^ 

— xdx 

Si differenzi quella quantità , e fi avrà i. dx 1/ j x 4 — 4- J. d x , 

3 V ì * 1 

dalla di cui eguaglianza cotta forinola generale ydx fi trova jr = 4- 5. , Si 

V j* a 

Tomo FI. li de- 


Digitized by Google 


I 


*50 DEL MODO D’ INTEGRARE LE FORMOLE DIFFERENZIAL I ee. 


deferiva adeffo la curva BGD (Fig. 23.) di quella equazione y - 4 - 

che farà la ricercata, la di cui area è =~ *V5* 4 - ~x. Sefi averte voluto, 
% 3 r 

che 1’ area della curva da trovarli forte eguale all’ anzidetta area della parabola , 
p ù un fettore di circolo dato per la tangente x, del qual circolo il raggio fia = 1; 

p J x 

poiché r efpreflione di quefto fettore è - — — , V area perciò della cerca- 

ta curva deve eflfere = 1 x ^5 -* 4 - ~ S- — — — - Ora differenziando fi ha 

*> 2 W I "T* XJf 


— xdx 


Jx 


a X i-bxx 


e in confeguenza fi trova y — 


1* 

VJX 


% della quale equazione la curva BCD (Fig. 24.) è la licer- 

2 X I -+-XX 

Jx 


cata , che ha l' area = |- x^ 5 x -f- — 

381. Debba!! in fecondo luogo trovare una curva, la di cui area fia eguale al 
doppio di un fetrofe di circolo, del quale il raggio è —a , e la tangente = x. 


-*Ux 


Poiché la formola del fettore circolare dato per la tangente é V. — 

aa 

( pel num. 154. delle forinole efibenti fettori circolari formola Vili.), e in con- 

S a* dx .... 

' àà ' ZL ' dJ' ' ^ indl 

a 3 ax 

la condizione propoila fi ha jdx “ 


aa 4- xx 


aa -hxx 
; e però la curva, che fi cerca 


viene fqmminiftrata da quella equazione y — 


. Se adunque fi delcrive- 

aa-\- xx 


rà la curva AQMH di quella equazione (Fig. 25 ), la di lei area farà eguale al 
doppio del corri fpondente fettore circolare, come ti cercava. Per deferivere geo- 
m< ùricamente quella curva AQMH, che chiamafi la Verfiera, fi faccia cosi; Sul 
diametro AB fi deferiva il (emicircolo AEB, e col raggio AB il quadrante aBG, 
e al punto B fìa condotta l’indefinita tangente BN. Dal punto A a quella tan- 
gente fi tirino infinite rette AP, A f ec., che interfechino il quadrante BFG ne’ 
punti F ,/ ec., e il femicircolo AEB ne’ punti E, e ec. Fatto ciò fi inftituifeano 


le feguenti dne proporzioni AP 


(=y ' aa xx 


): AB(=a):: AF( = AB = «): 
AS 
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i'. 


A5( = 


) AE 


— ) : ed AF ( — *) ; A S (r= 

V aa -h xx V aa + xx 

a 1 . «J . 

( = AS = — ■ ) : AL ( =: ì ; e nel punto P fi alzi la 

V aa -+- XX ' . aa -b xx 

male PM = AL 


noi 


aa 4 - x ’ e ^ P unt0 M f j rà nella curva AQ_N1H, che devefi 

coll ru ire. Ripetendo la fteffa operazione per qu alfi voglia aWltlTt B/> re , fi otte 
ranno tutti gli infiniti punti delia cercata curva. Se pertinto li confluiranno infi, 
niumeote proflìme le aue fecanti AI*, A p, f.rà Vp—dx, e il rettangolo. Ml’/>*i 


fari P elemento dell’ area della curva = 


ai v 


aa -f- xx 


Ma il fettore infinitefimo AF/ 


- a 1 dx 

è — , Dunque quello fettore infinitefimo Ha all’ elemento dell’ area del* 

aa -b xx ’ n 

la curva come i: 2, corfeguentemente lo fpazìo infinitamente lungo MwHOVpP 
èr doppio del fettore AFG; e però lo fpazìo AQ_MHONPB è doppio del qua- 
'd rante A G B . 

383. Facile adefiò fari l’ Intendere come per mezzo delle quadrature fi polla- 
no integrare quelle forinole, che non ricevono integrazione algebraica. Sia gene- 
ralmente la formoli Xdx (la lettera X rapprefenta una funzione di x ) , la qua- 
le non è integrabile algebraicamente. Per ridurla all’integrazione mediante la qua- 
dratura di una curva, fi faccia effa eguale alla formola y dx delle quadrature cc si 
Xr'xzr ydx , da cui fi ottiene X~y. Ora fi confituri la X come l'ordinata di 
una curva, le di cui abfcifie fono x, e fi deferiva la curva di quella equazione 
X=y. Per le cofe dette è palefe, che l’area di quella curva fari — C. X«x; 
quinci avendofi quell’area, fi ha ancora l’integrale nella propofta formola. Qui 
poi fi olfervi , che dovendo la quantità X eflere eguale a una linea y, b-f gna 
che ella fia una quantità lineare ; once fe non lo farà, farà ni meiliere renderla 
tale con moltiplicarla, o dividerla fecondo il bifogno per una conveniente potè- 
ftà di una quantità collante, per efempio a. 

*’*• j I 

384. Data fia per efempio la formola x - » rifpetto alla quale la 

j/'ax — x* 

b x^ 

lettera X della forinola generale Xdx ics ‘ — — Siccome li deve fare 

J/' a> t — x l 


li 2 X— jr, 
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U) 

X=j) e la quantità non è lineare, quindi per renderla tale, fi 

| */~ax — x 1 


i £ 

divida per « , e fi avrà — 


=zy. Si deferiva la carva di quella 


* 4 1 ■■ ■ — 

« 1/«<X X* 


equazione, che è ABCDA ( Fig. a 6.}, e prendendo una qualunque aMciflà 
* — AF, fi alai la comfpondente ordinata j— FE, con che u avrà lo fpazio 

1 

« X AFEA = all' integrale della propolfa forinola , cioè = 

— & è moltiplicata V area AFEA per <* , perché per co» 

^ -*_x~ 


ftiuaione è AFE A 


=^S.v 


*5$. Alte volte toma comode in vece di prendere rablciffa * di prendere 
un altra abfciflù «. Quando ciò fi voglia fare li deve fpezzare in due fattori la 
propofla f< nnoia, de’ quali uno conterrà l’elemento d x, t quello deve eflère at- 
gebraicam: nte integrabile , il di cui integrale fi deve fare = % ; l’ altro fattore poi r 
che non rinchiuderà I’ eie mento dx , fi deve fare ~y ordinata della curva . Da 
una di quelle equazioni fi ricavi il valore di x, che fi fcftituifca nell’altra, nel 
qual modo fi avrà i»n’ equazione data per *, y, onde deferitendofi la curva di 
quella equazione , fi otterrà coll» di lei area l’ integrale della formola propolla, 
jtó. L’ derapi» metterà fono gli occhi le necclTarie operazioni. Sia data lo 


dx X d X 

formola — — : Quella fi Spezzi io due cosi — 

fy a *+** 


X 

e — - 

M 


Sì prendi I* integrale della prima, tkel-^»’ + * 1 > quale fi Sieda =s, 

* 

«or» che fi ha — ^ + x 1 ' = *, indi fi fàccia la feconda parte eguale a y così y 
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ss —, da cui fi ricava x* = «y. Si foftituifca per ultimo quello valore di x 2 - 

nella precedente equazione , con che efia fi trasformerà nella llgueme 

* 

L —*>, o fia y — — 4 ■+.— ]/— equazione alla curva da 

4 ^ 3 

dc&riveifi, che è C A B ( Fig. 27.). In quefta curva & prenda Bab/tifla AF 

* 

=*= 4- x* * , e l’ordinata y — FE = ^-, lo che fatto fi avrà lo 

Ipazio AFEA — 

a(/a 2 + x l 

387. L’ efpofta maniera d’ integrare le forinole , che non ammettono integra- 
zione algebraica fuppone cognita 1’ area delia curva, la quale fi deferive, median- 
te l’equazione X=zy (ritengo la forma Xdx della forinola, che fuppongo data 
da integrarli); e quantunque tale area non fi polfa Tempre avere algebraicamente , 
fi può però per lo meno ottenere meccanicamente. Non è per altro neceffario per 
l’integrazione della forinola Xdx fervidi della quadratura delia curva dell’equa- 
zione X~y, poiché avendo veduto al num. 359. in qual modo data la forinola 
Xdx dell’area di una curva fi poffa trovare un' infinita d’altre curve, le di cni 
aree fiano tutte eguali fra loro, e alla §.yJx, abbastanza s’intende come fi polla 
trasformare la forinola X dx , che fi fuppone 1 ’ elemento di una curva, in un’ in- 
finità «’ altre tutte eguali , fra le quali fcieglier pofeia li può quella , che trove- 
radi più comoda da ridurre all’integrazione, onde cosi trovar l’area, che deve efi- 
bire l’ integrale della forinola prò polla . 

388. Relativamente al eie num. 3^9. fi olfervi, che Ce fi avrà l’equazione a 
una curva, nella quale le coordinate x, y (x è l’ablcilTa, e y 1’ ordinata) frano 
mefcolate fra loro , come a cagion d' tfempto in quella equazione (A) 

•*" X a-htx’f +tx 1 ‘y 1 ' 4 -ec. z=y f X e 4-/x*y 4-/* 1 ‘ y‘ ? 4- ec.. fi potrà 
trasfoimare quella equazione in modo, che fi trovi non iolo un’ altra equazione, 
in cui le coordinate *, u (* è t abfifFa, ed u l’ordinata) fiano feparate, ma che 
in oltre l’area tifila curva di quella nuova equazione fia eguale all’area della cur- 

L R 

M X 

va dell'equazione (A). Per follo fi ponga x ~ *x> , da cui fi ricava — =*, 

che difièrenzàodo diventa dx—Jz,, d’onde fi ottiene dx.dz,: nix* * . 

Quindi fe in oltre fi fupporrà 1 : x** 1 : : u : y , fi avrà » = — O* che fi 
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hanno colle quattro variabili 2 y, x, u tre equazioni , cioè l’equazione (A), l'equazione 

I ' <- 

fi. y 

|C l' equazione « = ■ • fi poflbno eàiminarp le due x, y coi tue- 

•1 y . \ * „ 1 . . 

todi già cogniti così: Dall’equazione v= — fi prenda il valore di y , che è 

j . • * , * . : t . 

#A— 1 

y—ux 1 quale fi fotfituifca nell* equazione [A], e con ciò effa C cambierà 


in x" y,a-htuP x**“* + " eu V xW-V+w 4 - «. = 4 

v h-ì—ì v . r,A VP—P+” *p v/— ip+»" , r , 

* T x 7 X * 4 - /“ x 4-£a x 4 - ec. Che le li fup- 

porra eguale a zero 1 elponente Hp — p-f-n , fi avrà **? — p^-n=o , da cui fi dedu- 
? — n . 

ce np=f — », ed m =: — — , la ritrovata equazione fi cambierà in 


x” X a -ht»S -h cu 1 ' 4 - ec. =r«* x M, ~* X (+/« f + -I- ec., o fia * 

-Mf+f 


« f X c ■+- i u> 4 - e» 1 ' 4 - ec. 




, vale a dire x 


a 4- b u' 4- c u 1 ' 4- ec. 

X — - - — ' j c ficcome fi è fatto ,*=: - — - , fe fi forti tu i- 

''4 4- tv' 4- cu" 4- ec. 

pm+nj 

p 

rà quefto valore di h nell’ efponente m—^q+q di x, fi avrà (B) x = 

1 

e 4 - fu' 4- fu 1 ' 4- ec. IT 

f y t ». r \ r n_ / ^ 


* f X 


a 4- èid” 4- » l/ 4- ec. 


Ma fi è fuppofto x — (p.z,j , onde è 


f " | 4 »? r*K+»f i_ 

* f =z(fiz) , o fia ss (con fare — i.'\( t 4*) r 

*» t*p r / 

però foftituendo per ultimo nell’ equazione [Bj quefto valore, erta fi trasformerà 


Che 


nella feguente (*z) r ss u 1 X ^ + £~..’ + ' g " , fc ~ . , che fi riduce a 

a 4- * u' 4- c tc ir 4- ec. 


*= 
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«*\ /C -f- /«ff ■+■ co , , „ . . , 

y — — — . > c “ e * * equazione cercata,, in cui fe pa- 
ia A« -j- ku e -j- eu lf -j-ec. 

rate fono le variabili, e che efibifce una curva, della quale ratea è eguale all’ 
arca della curva dell’ equazione {A] » 

389. Suppofte le quadrature vediamo per ultimo come fi pollano colìruire le 
equazioni differenziali, le quali cadono fotto a quota forma dy — Xdx , ove la 
lettera X rapprefenta al folito una qualunque funzione di x. Si riduca all’inte- 
grazione quella equazione, e fi avrà y = Xdx A : Fitto ciò fi definiva una 
curva, le di cui afafcifle fiano x, e le ordinate liano X moltiplicata, o divifa per 
una conveniente potetti, di una collante a [giuda il num. 383.], della qual curva 
in conlèguenza l’area farà — JJ. Xdx divifa per 1’ anzidetta potellà della quan- 
tità collante a, fe la forinola X n’era (lata moltiplicata, o pur moltiplicata, fe 
quella n’ era fiata divifa. Che però offendo quadratile la ritiovata curva, fe li 
iupporrà la di lei area Xdx, fi fàccia y = Z 1 -f-A; onde collruendo la 

curva di quella equazione, vernili pure a coflruire la data equazione differenziale 
dy=zXdx: Lo che è ben evidente, poiché (per collazione) il differenziale dell* 
equazione jr ~Z X ■+■ A è dy—Xdx; quindi con cofituire l’equazione y~Z*-+-A 
fi ottiene ancora la collruzione dell'equazione differenziale dy—Xdx. Dove li 
offervi, che fe la propolla equazione differenziale farà algebraicamente integrabile, 
la curva che nalce dalla di lei collruzione farà geometrica;, laddove- farà mecca- 
nica , qualora 1‘ integrale della detta equazione non fia algebraico : Ma fe 1' equa- 
zione farà algebraica mente integrabile, in fal calo per coilruirla non altro dovrafli 
fare, che ridurla all’integrazione, epofeia defirrivere la curva eorrifpondente al di lei 
integrale coi metodi efpofti nel Tomo IV. Art. IV. Cap. I.; Art. IU. Cap. 111., e Cap. V.! 

a d x nix 

Come fe 1’ equazione da coflruirfi farà dy -— — • — — -f~ 


■ xdx 


zax-y-x 1 


Ce ne 


prenda l’ integrale, che è y = 


Viax+xx ,, indi fi deferiva la curva di 


quella equazione, che farà la ricercata. 

390. Tutto i'efpoflo artifizio adunque ha lungo ibi tanto nel cafo, che l’e- 
quazione differenziale da coltruirfi non lia algebraicamentc integrabile, poiché al- 
lora develi prevalere per la collruzione da farfi dell'area di una curva, che non 
é aigebraicamente , ma folo meccanicamente quadtabile. Per mettere fott’ occhio 

■ a 4 X* 4* 4^ 

le traccic da tenerti prenderò Tc/empio dall’equazione dyz=. - — X ildi 


cui integrale é y = — iti. -- X dx. Si deferiva la curva dell* equazione 


, che é BCDEFG [Fig. 28.] , della di cui area il valore è 

«x* 
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ax 1 ■+■ a* 


, che divido per a a fine di renderlo lineare ; lo che fatto prendo qur. 


Ita equazione j 


«r* +- «* 


, di cui deferivo la curva , che è 


DCBEFG (Fig. 29.) , e quella è la curva dell’equazione dy — X dx 

data da co (fruirli . Quella equazione è algebraicamente integrabile, il di cui inte- 
ax % -f~ 

graie ì j = , onde per coflruirla badava deferivere la curva rappre* 


Tentata da quello integrale: Io però mi fono fervito di quella equazione a fine di 
meglio far vedere con tutta fpeditezza le operazioni da farli , giacche tutta la di- 
vertiti nel cafo , che la curva efibita da jr=rX non fia quadrabile, cf nfifte foio 
nel dover prendere meccanicamente l’arra di quella curva, e rapprefcrtvrre il 
valore per efèmpio con Z% ^nde poi deferivere la curva aeil' equazione 
che fari la ricercata. 


ARTICOLO Vili 

Del modo di rettificar Ir curve, e deir ufo che far fi fui della loro rettificazione 
ftr integrar quelle ferii. ole, (he non ammettono integruziute algtbraua. 

391. TT Letificare una prrpolta curva non altro importa, che trovare una retta 
iv a lei eguale. Cosi allora diradi per cfempio rettificato l’arco AD del- 
la curva ADC (Fg. 30 . ), quando con una linea retta potrai!! rapprt fentare la 
di lui lunghezza. Gii abbiamo veduto al num 21. 4 0 . Tomo V.. che le curve 
fi polfono conliderare come poligoni d’infiniti lati, ognun de’ quali fi confonde col- 
la Tua tangente; che però le fi noveri la formola ditferenziale efibente il valo- 
re d'uno di quelli lati ir.finittfimi , con paHTare pofeia all’integrale di quella for- 
mola, fi otrerii la foninia di tutti quelli infiniti lati infinitefitni, e in confeguen- 
ea la cercata lunghezza della curva. Ora per avere la formola generale d’uno di 
quelli lati infinitamente picecli fi oflèrvi , che fe data 1 abfcifia A N , cui corri- 
lponde l’ordinata NO, fi vorrà accrcfcere del fuo elemento quella abic'fla, del 
fuo elemento pure fi aumenterà la di lei ordinata per modo, cfle fari Nn — Dm 
zzdx I' elemento dell’abfciflfa , ed mb — dj l’elemento dell’ordinata. Ma perclid 
T aico ir.hnitefirtio l)b della curva coincide colla tangente, vale a dire con una 
retta, egli è perciò l’ipotenufit del triangolo rettangolo Ùmb , confeguentemcnte 
la generale forinola ditferenziale efibente il valore di quello archetto i 

| / a x +■ d y , di cui dovrai!! fervìre per rettificare una propolla curva 

o un qualfivoglia di lei arco. Qualora pertanto le ne vogl'a prevalete pt r retti- 
fic.re unaquiiche curva, della quale vuoili primieramero- data l iquazione, fi 
differenzi quella equazione, da cui fi prenaa il valore di dx , o di dj, e il di lui 

qua- 
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quadrato opportunamente fi foftiraifca cella formola generale, nel qual modo tifa 
non rinchiuderà più, che l’elemento dx, o dj ; onde con prenderne l' in- 
tegrale fi avrà il valore , che dà la lunghezza dell’arco propofto. \ 

\<)z. Prendiamone gli efempj dalle tre fezioni coniche. £ primieramente per 
rettificar la parabola, la di cui equazione è zax=y x , effa fi differenzi, e ii'avià 

adx=ydy, da cui fi ricava dx = 2ÌÌ, c 77* = ; code folli. 

•Sor. . . . ' 

cuendo quello valore di d x 1 nella formola generale | / d x 1 Z~ l c 

. . • .. . _________ 

^à-ysir- + 7J‘ = , 

,cui^ integrale yy * 7 - a 1 efibilce la cercata rettificazione della parabola 

tàjfdlloniana . Siccome poi quella formola trovata non è algebraicamente integrai 
file,;, «Sì algebraicamente rettificabile non èia parabola. La detta forinola 

é( y - 

~ V J* -t- «* fi integrerà per mezzo delle ferie riducendo primieramente iti ferie 

tà' quantità vO* +• flt - 1 ° che facendo fi trova V 7 * -H a 1 =: 7 4 - 1 _ _ 

2 3 


. a 1 : 

-+- — — - ec. , o pure v'<* > + 1 l — * -h- -rr— r -1 1 — 

•1631* 5 r v J 2« 84» ^ IÓ4» 

tipKcandole per -£■ , e pcfda palando all’ integrazione fi trova 


— v* 

v 1 =4 — 


• — cc. Onde tool* 


r 1 , 

— i. 4. _ a l. y 

za 2 


“t — ; — r — - — ec. : ovvero 
1ÓJ. 1 647» 




JL-JL+ _jl 7 _ _ ec . 

6 <«* 404+ iiz 4* 

393. Se l’equazione alla parabola foflè fiata ax~y x , con diffèreuziare , e 
prendere il valore di d x * fi farebbe avuto d x * = ^ 7 ^ il qua] vaio, 

4 X 


re follicuito nella formola generai* \/d x * 4- .d 7 1 la riduce a 


. Tomo VI. 


Kk 


\/4 
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ì/* ? d n 1 . tt 1 = Y* x * j ’ 7 a ‘ A y 

I - , , — .-±— 

4 


d y «A» JL a 1 , die in nulla difcorda dalla precedente, (alvo che in quet- 

I V 4 

— a 
z 

la il parametro della parabola eia =2 a, in quella è Ma qui fi oflTervi, 

che il riero tato integrale ^ V J* + » ° ~Y~ + “** , 

r * 

il quale dà la rettificazione della parabola, dipende pure dalla quadratura dell* 
iperbola [rulla il r,um. ni. delle formole efibenti aree iperboliche forinola IV. J; 
ouindi da cucila quadratura dipende parimente la rettificazione della parabola: 
Che però fe la parabola lari CmG (big. jt.)> e fi prenda CN =jf, fi avrà 

,C.^V'J 1 4- = c *> e P erò S- Vf ■+■ “* = * X Cm: E fe 601 *• 

tniafli CB, adeguali ad < metà del parametro della parabola fi depriverà l’ iper- 
bola equilatera BMK, farà $. ^ Vj l = iIl ° r P azio BMNC, confeguente- 

BMNC 

mente fi avrà ayC* = BMNC, e però 1 ’ arco C m della parabola = : 


Lo che fi può ancora dimoftrare cesi. Sia CmG la parabola da rettificare, al 
di cui vertice C fi conduca tangente la CL: Si tirino le ordinate infinitamente 
profiline D«, E G, e dal punto G fi conduca normale alla parabola la retta GF, 
onde farà EF fnbnormale =m metà del parametro [pel num. 222. Tomo IV. J 
Col femiaffe tranfverfo CB = a metà del parametro della parabola fi deferiva T 1- 
perbola equilatera BMK, e dai punti m, G fi tirino fino all’ iperbola in M, K le 
wM , GK parallele all* afte AF, le quali incontreranno ad angoli retti la tangente 
CL ne’ punti N, H, cui dal punto B vertice dell’ iperbola fi conducano le rette 
BM, BH. Ora ertèndo EG=CH, ed EF=CB, e gli angoli in E, e C retti, i 
du* triangoli EGF, CBH fono limili, ed eguali, confeguentemente GF=BH=Hk: 
In oltre u triangolo mGq elfendo per corruzione retto in O , e Gì effendo per- 
pendicolare alla bufi, i due triangoli i»»G , qn G fono limili (pel num. 261. dell* 
Geoai. Tomo Ut.); ma il triangolo G nq è limile al triangolo GEF , dunque lono 
fimi!, i due triangoli »i»G, GEF, dai quali fi ottiene Gn : Gm: : EF : GF , o fia 
(perchè G» = NH, GF= HK, EF = CB=*) NH : Gm : : m : HK; quindi 


«XG«= NH X HK > c però G« = 


NH X HK 


Ma Gw è l’elemento dell'arco Cj* 


dei- 
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detta parabola . ed NH Y HK è l'elemento dell’area BMNC defl’ iperbola; dun 
que integrando fi avrà l’arco Cm detta parabola eguale all’ area BMNC dell’iper 
boia di vita per la metà dei parametro della parabola, come gii erali altrimenti 

3 9^°Àbbe nchè rettificar non fi pofla la parabola , vi fono però inhnrti archi 
parabolici, de’ quali le dfferenze fono algebraicamente rettificabili. 

iay Prendendo l’equazione af~' — x” alla famiglia dette parabole (r tro- 
veranno (blamente rettificabili le parabole, che ritolta no dai cafi di « egur.le a ut 
numero impari cominciando da j . Di fatto fi differenzi quella equazione »j * —x\ 

e fi avrà n— i . ay"~ l Jy=nx ‘~ 1 Jx , da cui fi prenda il valore di iy, che i 


gy^ M 1 X | 

(A) iy = . Ma dalla data equazione avendofi y—x a 

u—i . «y H ~ l 


1* * 


-I «—I 


«gli è perciò y' = x a , y m =. x » , e in confeguenxa 

HI — t» *+* 

—, — x * ' a 1 ; dunque foftituendofi quello valore nell’ equazione 


(A) , effa diverrà iy — 


n* — %*—n 


»— I • X * 


d * - II £l_ ; e 7J' = — il Mediante 


— +« ; 
• I — 

n — i . a 1 ' 4 


n — i . « 


pertanto la foftituzione di quello valore di * y la forinola generale 

|/ X 1 

| /i x ‘ -q- i y diventa I * x - 4 - "** ex _ 


«—i . * 
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* — .■ ' m : < -• • ... •• 


✓ zrr 


ix 


i 4- 


Supponiamo ora »=J, c quella forinola diverti, 


« — i . a 


i 4- — -, il di cui integrale è ^1 + ^ : Facciati» «=$ , e 

1/ L 


la forinola fi cambierà in i x 


i 4- 


*5 * 

r 

l6 a * 


, il di cui integrale è — . 


1 a 

2 


tlÈL±LV l + lU L_ + ±J*\/«x)[ l +J L x .. . lo 
15. 25. 2J. A L ?• 2$. A I 


fteflo fi 


i(5 a 


16 • * 


dica fe » = 7, o cc. : Ma fe farà am, 2, 4, 6 ec. la formola non farà ime* 
grabile, e però le corrifpondenti parabole non faranno rettificabili. 

396. Cerchiamo in fecondo luogo la rettificazione dell’ elidè , la di cui cquai- 

f * 

zione è jr l = — )( a 1 — x 1 (pel num. 154. Tomo IV.) Si differenzi quella e- 

* * « (* . . — — -X 

quazionc, c nc Terrà j dj == Wx, di cui il quadrata è y* d j rr 

.. .. j 

^4 ^ {l 

— x 1 d x , donde fi ricava di = r = [ con fofiituire il prc- 

x* ■ a* J ‘ 


cedente valore di j 1 } 


rfx 1 d x 


; , Ora mediante la foftituzione di quello va- 


lore di d j * la formola generale x i j diventa 


vi 
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I / i x 1 -j-c l x 1 d x ì/ a* A- x* X fl — fll 


«' X «* — x 1 


. .1 161 
, della qual formola 


.. «.• X x*. 

J 

1 ’ integrale elìbifce la cercata lunghezza in linea retta di un propello arco delP 
eìifle. Se pertanto nell’ eliflfc FGCE (Fig. 32 ), nella quale AG=«, AF=r, 
fi prenderà una qualunque abfcifià AB := x , farà 1 ’ arco F lì — 


C. dx \ / C±jL^jz£. (A). 
I -‘X * 2 — X* 


397. Dcbbafi in terzo luogo trovare la formola, che di la rettificazione delP 


iperbola , della quale l’equazione è y 1 = -.X* 1 -» 1 (pel num. 154. Tomo IV.) 


Quella fi differenzi, e fi avrà ydy sa — x/fx, che elevata a! quadrato diventa 


t ji — 1 ** « ~ i — • * « r , ■ * e* x 1 d x , , 

J « J = — x‘ </ x ,e però li ha il j — — = ( con folli- 


tuire il precedente valore di jr* ) 


«‘X* 2 — 2 


Jf 

Se pertanto fi follituirà que- 


llo valore di d y 1 nella formola generale j/* x 2 -t- rf j 2 , eflà diverrà 


; c 1 x’ </ x * a*4- c 1 X x 2 — a* ; 

rf x + — ■■ — dx J ■■■ della qual formola l’itv 


X* 2 ' 


a 1 X 5,1 — 


tegrale fomminillra la rettificazione di un propello arco dell’ iperbola : Che però 
fe nell* iperbola FBD (Fg. 33.), nella quale AB—*, AErar, fi prenderà una 
qualunque abfcifla AC — x , farà 1 ’ arco BD — 




1 


(B). 


-* X- 2 -- 1 

398. Che fe tanto nelP efilfe, che nell’ iperbola fi prenderanno le ablciSe fu 


1’ alfe coniugato, nel qual calò le loro equazioni fono ( pel 

num. 167. Tomo IV.), dove il fegno fuperiore vaie per Pelifiè, e l’inferiore per 

l’iper- 
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l’ iperbola , fi troverà che la rettificazione dell’ elifle verrà efibita dalla formo! a 


C. a * c X * , e ]z rettificazione deir iperbola dalla forinola 

s 


Jx Y 


, cioè a dire con prendere T abfciffa AH (Fig. ja.) 


farà r arco CM = C. rfxi , c * a 1 X* (FJ ; e con prendere i’ abfcifla 
I c l X c l — x‘ 


AG (Fig. 33. ) farà F arco BK = dx j 




r* -f- 


(F). 


«• 

399. Se l’ iperbola farà equilatera, e però *=c, la forinola (B) del nura. 397. 


S i/ax 1 — a* , 

• | x l a 1 = a ^’ arco ®F> (Fig. 33.) , 

prefa elfendo l’ abfcifla A C — x, e la forinola (F) del num.39d.fi cambierà in (H) 


— I /c 1 +-2X* 

d x | - f> p ~ all’arco BK, rifpetto alla quale l’ abfcifla è AG = x. 

400. Di quelle forinole aver non fi poffòno algebraicamente gli integrali , 
ma foltanto li può giungere al loro profilino valore per mezzo delle ferie. Quan- 
tunque più volte abbia moftrato cogli efempj il modo d’operare in quelli cafi, pa- 
re non itiimo fuperfluo il ripeterne la pratica l'opra una di quelle forinole, che fa- 
rà la prima (A), giacché le operazioni, che fu d’cfla fi faranno, faranno le ftef- 
fe da praticarfi fu le altre ( B) (E) ec. Prendo pertanto della foratola (A) la 
quantità radicale, che difpongo così 


(1 


\ 
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& 1 


, t* x* v- 

fi 4. tX^i ri * i e col (accodo del aura. 844. Tomo IL U lifolfo in un* 

I ’ . 

K 

ferie, lo che fatto ritroro ^ 1 +■ * = 

L ** .• ** L _ 

* ' ** ■** *3 • * X 4 , __ — 

5 t* ** 

"iti ’ a* X <t -+• cc. — (mediante Io firiliippare in ferie le quanti ti 

X 1 X* X* 


, 4. L — y ** 1 «* . * t- .. ** 

1 ^ 2 • a* — x 1 t * 7 X 


I 


f X* X* 


X * 

X* X'» 

r - 

«* ' 

y 7 + *♦ 

+• 

"7" 4 * 

a» V* 

r 

8 • 

a* y 

r x» 

k. «♦ 

+ 

IX* 

“ + 

?** 4x'® 

4 1 "JiiT 

1 

- ( 

r 


X 4 

3** . <5x ,# 

i3 ‘ 

a 4 V 

h 



•* a i. 


** / 


• 


.«* . 4*’* 

«* 75" 

128 ' 

«> V 




*? 

'!•/ 




• x M 

1280 ' 

«“• v 




<•*“ 


-f- ec. 


€>» 
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Ora moltiplicando quella ferie per dx, indi pattando all’ integrazione ù troverà 


c dxVTZ 

t X 

1 ^* *: i 

* A 

- t • • 

«j- 

1 


a a 1 — x 




r ■ 





. 


X 


t 

’ * 




A - “ à ** 

. 

# 


1 _ 

I 

C* f Atfl AC* 

— f 1 - 1 _ 

x* 

*9 X 11 

, 1 . 



v * 

*4* A. 34 * *4* 

- 74 " t"*" 

9a 4 I14‘“ 



1 4 

i‘( i + 

1 .1 * 

2X 7 

7 +■ 




8 

- - •, f . t 

74° 

94* 114 10 


1 

; * * 

l 

, l l) ll.’f / 

— ( 

X 7 

■ - I - 

4 -, ! - - 

?*’ tfx" 


■t" 

IÓ 


74* ^ 

9"* IlF 




— ( 

A 

A 

4*" 



1 vi 

a* V 


94 * _r ita 10 


« 

1 

_£1 ( 


Af" 


-r 

I2&Q 

<*** V/. ** 

/. 

- . . l 

'* . Ila*® 




- *" 1“ 




-+- ec. 


-+- ce- 


te. , 


■).=. 

)• 


cc. j «. 




o fra con unire i termini omogenei 

s* 


r ' 



r* x* 



*4^ 

= .* -+- ■ 

14* • ga* 

.+• ; 

C* \ 

XV 

(<?■ 

W 4 

c 3 \ A?7 ; ; 

Xx) 

\ 

'1* + 

Via 1 

K* 4 IÓ4 6 / * 74 * 


. V* _ 

yr s 'S 



' «Ti 

r IJ* 5 

ItSa* ) 

- 94 “ + 

0 

4 c4 

<5^ 

IO c* 

7t 18 \ 

4.11 * 

h cc. 

£4 4 

^ iOa* 

Il «a 3 

n8oa“ / 

na‘ # 


mente 


401 . Ripigliamo ora le precedenti forinole (A), (B), (E), (F), e prim'tera- 
e la forinola (A) fi difponga cesi 


- c 1 


j/a 1 — Ar' X r 

FD _ c_ l / x J nella quale fi foftituifea mz in luogo di 

ya* — x l 
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.v, pofcia fi divida per y '# la formola, che ne rifulta, c fatto ciò fi troverà 


FD 

V» 


= S- & 


hk 


|/«* — m'z 1 X ■ 


I " *1 1 «» 


. , la quale con fare a* = i, » = ^ 


• m * 

— P7 


fi cambia in 


i/a- - H+pq 

F0 “ • ? X __ C 


Vi 


= S- <fe 


r/il 




= S do. 

y/q _ *** « ' 



maggJore 

= 'f*-’!, e tM AB = ,yjt 
A. ? 


AG fia ss v^> *1 femiafle minore AF — * 

Acciò poi colla tettificazlone dell’ elide fi polTa aver I* intelai,- di r 

h ■ ^ «t» na « ?;;!%iìiS‘ ì.^ 

Y* 1 bk pq 

tità I 1 farebbe imma g' naria ; in fecondo luogo che la * cada fra quelli 


due limiti o, e ± z, — 


v'f 


, poiché allora la formola è reale , laddo- 


ve diventa immaginaria fe la z cade fra i limiti z ^ . 

“ ~ Vk\ 

' -ex 

e * * = Che fe i limiti (iranno ± * = , e ± * = , | a for . 

mola (H) farà bensì reale, ma però non fi fjprà come integrarla, poiché nell’elif 
fe non potendo l’abfc.fla eflèr maggiore dell’aire, (u cui li prende^ la data for. 
mola m confrguenza non li potrà r portare alla rettificazione deli’ elidè: In allora 
perciò dovrai!} ricorrere alle ferie. Ho detto che cadendo la * f ra i limiti 


Tomo VI. 


LI 


± z 
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«. a — y e ± z — oo ) la forinola (H) é reale , poiché con mutare tue» 
Vf 

ti i Legni al numeratore, e al denominatore efla diventa 

tfz, : Che poi fi pofiTa fare la detta mutazione di Legni, egli è «vide»* 

V — «+*»* 


y/ — b-j-pZ> X . t/ | 

te, mentre la forinola (H) è eguale alla tegnente dx> — — - — , che 

V— f-H* 1 • V— i 


— . V b-i-pZ,* 

con fare T attuai divifione di V — 1 diventa (K) Che poi hi fot» 

V— 2 -Ma* 

mola diventi immaginaria , allorché i limiti fono ± * =s ^ » 

«/5 . y/v 

C ± z — — , egli é ben evidente, poiché quando èt = la {ormala 


(H) diventa S 
dz \J a — b 

Y'~t 


f*-? 


Ub 

, e quando è s = - — la forraola (H) diventa 

y/ q — q VF 

che è immaginaria, flante la precedente fuppoiizionc dì bk>fq. 


402, Mediante le RefTe operazioni , e le medefime fotlirtrzioni , mntando foU 


fq — bt 

tanto ì légni al valore di t* cosi (* = , la forinola (B) fi cambia in 

K 


BD b+pZt* 

— — ~ dz - (M) : Onde poiché dalla rettificazione delF iperbola di- 

v* v — q-hb* 1 

pende la formola (B), cesi dalla medefima rettificazione dipende quella formerà 
(Mj, fu diffondo pcio quefta condizione, che prendendofi il femiaflè tranfverfo AB 

= V’i (Fg. 33 il femiaflè coniugato AE zz *■ , e F abfoifla AC = 

V* 


wjbb 
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s 


167 


m/ LL .Vi 

*1 —, la * cada fra quelli limiti ± *= — j- , c ± % ~ oo> e che nel tempo 

Beffo ti a fij > bk, poiché fc fari pq < bk., lari immaginario il fcmiaffe corjuga- 

Vi 


db Vf 

co , e fe la a cadrà fra i limiti ± z = , e ± * = -jjj- , la formola [Mj 


y/b 

è immaginaria: Che fe la b cadrà fra i limiti ±a— o,e±a= — — , la for- 
inola (M) farà bensì reale, ma non lì potrà colla rettificazione deli' iperboli inte- 
grare, poiché quella curva è immaginaria per tutto lo fpazio, che vicn mifurato 
dall’ affé tranfverfo. 

403 Si offervi, che quantunque la formola (K) fcmbri in apparenza 1 ? n f- 
fa, che la formola [M], in foltanza però fono diverfe , mentre la forinola (i") fi 
è dedotta dalia formola (AJ , e la fotmola (M) dalia fornlola (Bj. 

bk pq 

404. Se poi fi farà t* = b , «* = — , indi fi ripetano le precedenti 

/òftituziooi , e operazioni, la formola [E] fi trasformerà in 
— . . ■ = S- V b *' ■!—- - 1 che come la formola [E] dipenderà dalla rettificazìo- 

v vi- te* 

ne dell’ eli ffe ; Ma affinchè ciò fi verifichi, ponendo il femiaffe coniugato AC (Fig, 

12.) = v ’b, il fcmiaffe tranfverfo AG = , e l’abfciffa AHaaz / ~ , 

VK 1 * 

Vi 

V* 

ti — bi 


la * deve cadete fra i limiti ± z — o, e ± z ~ 


405. Finalmente con porre c 1 — b, a* = 


, e con rifare le fclli- 


tuzioni , e operazioni praticate al nura. 401. , la formola ( r ) fi cambierà in 
BK 


V* 


= S' 


dz y/J) -+- /z. 1 


, che dipenderà dalla rettificazione deli’ iperboli, come 


V? -+- kz 1 

la formola [F], purché facendo il fcmiaffe coniugato AE = y'i (Fig. 33.), il fe- 

e l’ abfciffa AG = z ^ fn pq > bk,. 


miaffe tranfverfo AB == 


VP1 — b K 


Vk 


40& La formola generale di rettificazione ]/~dx 1 4- dj 

Ld l 


ferve per 
quel* 
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quelle curve le di cui coordinate fono normali fra loro; ma (è non lo faranno , 
come fe face Aero 1 ' angolo BpF (Fig. 30.), in tal cafo la detta formola generale 

fubirà qualche mutarone cambiandofi in [/ dx* +■ ’dy ’ 1 ± 1 Cof. m. dxdy . 
Di fatto all’ordinata pF fi conduca infinitamente proflinia l’ordinata qC , onde fia 
pq =. Ha — dx , ed aC =. dy . Dal punto F fi abballi all’ ordinata qC la perpen* 
dicolaie Fe, e con chiamare = m l’angolo Far = ApF, fui triangolo Far fi infti- 
ruifca quella proporzione , come il raggio al cofeno , così Fa ad ac [ pel nura. 24. 
111 . del calcolo de’ triangoli piani Tomo III.], da cui fi ricava ca — dx CoC m 
[ con fuppotre il raggio = 1 J: Ma [pel num. 279. z°, 4 0 della Geometria piana 

Tomo IIL ] fi ha FC = \Z" F a 4- *C ± ica X *C ; quindi 1 * elemento FG 

dell’ arco viene efpreflb dalla formola \Z~dx~ -h dj* ± 2 Coli m. dxdy . Vale 
il fegno 4- fe l’angolo m è acuto, e il fegno — le egli è ottufo . Debbafi per 
elcmpio rettificare la parabola, le di cui coordinate A p, pF [Fig. ftefla] formano 
1 ’ angolo acuto ApF = m , e della quale l’ equazione è ax =z ay Cof m 4. 

Jr* Sen/a . Si differenzi quella equazione, e ne verri adx — 


dyX a CoC ni + ijr Senni 1 , e inalzando l* uno , e l’ altro membro al quadrato 


fi prenda il valore di dx 


che è dx 


*3 X 


a Col. m -f- 4 ay Colini Sen. m 4- 47 1 Sen. iti 


che fi folfituifca 


nella formola generale \/ dx 4 - dy — 2 Cof m dxd.y , unitamente al va- 
lore di dx, e li avrà con togliere i termini, che fi elidono, 



l/a 1 — a 1 Colin/ 4- 4J 1 Sen. ni 4 2= (con fofiituire 1 — Senni * 


in 


luogo di Col.wi ) ■ — — J/Sen . m X 4 * 4- 4jf l Sem * 1 , il di cui integrale dà 

* 

il cercato valore dell’ arco del 'a parabola . 

407. Se la curva farà riferita al foco, la formola generale efibente la di lei 

rettificazione farà j/ dx 4- dy : Poiché condotta una qualunque ordinata 
AC zzz y , fe fi tirerà un’altra ordinata AD (Fig. 18. } a lei infinitamente prodi- 
ma, indi fatto centro in A fi deferiva co! raggio AC l’ archetto CE, farà 
CE =3 dx , ED = dy : Ma perchè CE è un’archetto infinitefimo, egli lì con- 
fonde [pei num. 21. 3’. Tomo V ] con una retta perpendicolare alla AE; quindi 
il triangolo CED è rettangolo in £ , e in confeguenza li ha CD = 


V 
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\/ CE -+- ED = \/ dx 4- djr * : Devefi qui poi avvertire, che efi 
tèndo dx l’elemento di un’arco defetitto con un raggio variabile, di cui perciò 
non fi può aver l’integrale come ho detto al cura. 371., fa di meftiere eliminare 

dx * dalla fòrmoia )/ dx 1 -f- dy , con che e (fa fi troverà data per y , 
e dy. 

408. Se fi dovrà trovare la forinola efibente la rettificazione delle infinite 


npy dy 

(pirati iperboliche, delle quali l’equazione è dx = — , fi inalzi al qua* 

• , ► 

f • 

V 


drato quella equazione, pofeia nella forinola ) /dx 4- dy * fi foflituifca il va* 


l/ _ « 


ore di dx 1 , e 1S avrà 


J y . ~ 7 ~ * _ 

H dj = 


*y— in 


T r 




7J — •,» 


y , che è la forinola cercata, la quale median- 




te la determinazione delle indeterminate n , q, r fortirà pei diverfi cafi particolari 
i convenienti valori. 

409, Diciamo brevemente per ultimo come debbafi operare per rettificare le 
curve a doppia curvatura. Sia <u la lùperficie curva TXZ (Fig. 34) la curva 
3 doppia curvatura NiL, i di cui adì fono AB, AG. AQ, e della quale le cur- 
ve di proiezione fono Ofg fui piano EFDC, ed MVBS fui piano EGKH. Se di 
quella curva fi vorrà rettificare l’arco Nm, bifognerà trovare I’ efprelliooe ana* 
litica del di lui elemento, vale a dire deir archetto infinitefimo mb\ onde con in-- 
tegrare la formola efibente il valore di quell’ archetto , fi otterrà la cercata ret- 
tificazione dell’arco Ni». Ora per trovare la formola generale, che fomminiflra 
il valore dell’archetto mb , fi aumenti l’abfcifla MP dell’elemento ?p=.bq — dx ì 
con che non folo l’ordinata P b~pq verralli ad aumentare del fuo elemento 
qn ~ dy , ma eziandio l’ordinata Ai» rune fi aumenterà dei fuo elemento eb=d&: 


Che 
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Che però effondo mb — \/m e * ■+■ b c , ed a motivo, che è «e =4#, ef- 
fondo me * — h n 1 — h q * -+- j n ' , fo fi foftituirà nel precedente valore 

di mb quello valore di m e , fi avrà m *=|/*T‘ + t ■* + *** 

confoguentementc la forinola generale , che efibifce u valore deli archetto infim- 

tefimo mb è ]/ d x -f- V jr 1 -f- a& X , ed Nr» = 

S-^ x 1 ■+■ dy* d z, 1 . Che fe ora differenziando le equazioni delle 

due curve di proiezione fi prenderanno i valori di d y , d x, , e dalle fleflè 

equazioni i valori di y , e di », indi fi foftituifoano quelli valori nella precedente 
formola generale di rettificazione, così che ne rifiliti una formala data folamente 
per x , e dx , 1’ integrale di quella formola darà il cercato valore dell’ arco dtlla 
curva a doppia curvatura . Dibbafi per efempio rettificare la curva a doppia cur- 
vatura N mb, della quale le curve di proiezione fono il circolo O fg ì e l’elifle 
MSBV , e gli affi fono v\B, AG, A(£. L’equazione al circolo Ofg, la di cui 

abfoiffa (con chiamare Agz=b) è »— b, trovali elfere »*— *X ib-t-it == — y Xx - 

— ibe — b x , o fia * y'c 1 — y x , e l’equazione all’ elilfe , i di cui affi 

fono MB— la, SV— 2 c , è y — — y ' a x — x x . Si differenzi quell’equazione all’e- 


— x d x 

„ fj 

liffe, e fi avrà dy — — — , che innalzo al quadrato, e mi viene 

\J a 1 — x* 

, c x x x d x 

d i — — : Pofcia fi differenzi P equazione al circolo, e fi otterrà 

J X 1,1 — 

y d 7 i gl y 

Ai, — — — ’ - ~ , della quale il quadrato i A » s= r— > che con 

/t*— M H «*— J* 

follituire il valore di y x prefo dall’ equazione aU’elillé, e il valore di d y di- 


ven- 
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X^l 


£ v - — rv^ * dx 
»' X ' “* A~? — x l t x 


venta 


_ _ 4 x 


. Se pertanto fi foftìtui- 


«• - -I x * 1 - * l 


ranno quefti ritrovati valori di i y * , i * ' «Uà formo) a generale di rettifica- 


zione l/' fi otterrà 


i x ~h t x i x ^«‘+c‘ — x* 

_f ss ix ==== 7 —= (confate 

a x — x* V «* — ** 


^ IP;* — 

t I 4-t*=:i»‘W)( T , che è il valore dell’ archetto rai; confeguente- 

y a x — x 1 

mente la rettificazione della propofta curva a doppia curvatura viene efibita dall’ 

S W yl ’ 

. ix — Quefto integrale poi, come fi è veduto al num. 

y a 1 — x* 

401. , fomminiftra un’ arco d’ eliffc,, della quale il fomiaffo maggiore è 

— »— y t l -t- c* . e il fomiaffo minore è ~c . 

410. Abbaftanza abbiamo parlato del modo di rettificare le curve: Offcrvia- 
mo addio fu le operazioni gk praticate, e fcorgeremo, che l' ultima formola ri- 

fultante dall’ eliminazione di d jr ’ efibifce fcmpre P elemento deiP area di una 
curva; onde è, che la rete fkazione delle curve fi riduce alla quadratura d’ altre 
curve. Di fatto fu l’equa: iont' J'-’H ( la X rapprefenta una funzione di x). che 
fi differenzi, e li avra iy — X dx (X' efprirae parimente una funzione di x), il 

di cui quadrato è d j * =: X d x * . Ora fi foftituifca quefto valore di * 

7 T nella formola generale di rettificazione |X a x * -f- d y , e con ciò 

ella fi cambierà in ^ ix -+- X' dx , vale a dire in ix [/ 1 - 4 - X’ * , 

dove ix effondo P elemento dell' abfciflà , e f/i -4- X' ’ rapprefentando P ordina- 
ta 
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ta di una curva, quella formoli dx $/ 1 -+-X' . equivale a queft’alrra udz , con- 
l’cguenteiaente offa elibifce l’elemento aell’area a 1 una curva diverfa da quella > di 

cui fi cercava la rettificazione , vale a dire fi ha j/ dx dj — udz . 

Qualora pertanto fi farà trasformata nella maniera già cipolla la formola 

|/ dx -4- dy in quell’ altra udz, elfa pofeia fi potrà integrare coi meto- 
ai dati nel precèdente Articolo VJL 

411. Stante ciò li polfono trovare quante curve fi vogliono tutte rettificabi- 

li. Per far ciò lì alluma un’arbitraria funzione di x, che fi dica X, quale li egua- 
gli a $• j/ dx dy , e così fi avrà S- j/ dx ■+■ dy — X , 

che fi differenzi, e ne verrà \/~àx dy z= X’ dx [X‘ è pure una fun- 
zione di x] , il di cui quadrato è dx 1 ■+■ dy 1 — X 1 dx 1 , donde 

fi ricava dy — dx J/^X’ 1 — i, e finalmente integrando fi ha 

y = S- dx ì/l ^ 1 — J • Se pertanto fi depriverà una curva, la di cui ablcif- 

fa fia x, e l’ordinata (ia j/ X’ — 1 , l’area di quella curva moltiplicata, o 

divila per una conveniente quantità collante a fine di renderla lineare fomminilìre- 
rà il valore dell’ ord, nata della curva cercata, che farà rettificabile, e farà X il 
valore del di lei arco rettificato. 

412. Più comodamente ancora fi può operare in quello modo: Si prenda ad 
arbitrio una formoli differenziaie caca per z, la quale Ira algebraicamente integra- 


bile, per efempio [A] z'dz \J mt? — a 4 -f- à‘, quale fi inalzi al quadrato, eli 
divida in due parti per maniera, che le loro radici quadrate (iano reali, e alge- 
braicamente integrabili . Una delle dette due parti li faccia eguale a dx * , e P 
altra a dy , nel qual modo 1’ aggregato di quelle due parti farà eguale a 
dx H- dy , e in confeguenza la propolla formola verrà eguagliata alla for- 
mola di rettificazione J/ dx -t - dy . Così operando la formola [A] eleva- 

ta al quadrato trovali effere a * 7 dz — a‘z' uz ‘ ■+■ b‘z* dz* , che divido 
nelle due parti cz' *z — a*z* dz , e b*z' ti * , indi faccio «y * 


az 7 
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* 7 } 


« T di. * — a*x* dr, 1 , da cui ricavo (B) ij — zVz, — «<j 

e . = **»♦ <**’ , da cui ottengo (C) dx = b'z'dz . Ora paflo a prende- 
re gl'integrali delie due forinole (B), (C); e della formoia (B_) 1 * integrale 6 (. ) 

1 

7 ~ 9» X azi ~ a * 1 c deUa fonno1 * (C) * * = i** 5 • Da quella equa- 

« J 

aione (C) prendo adeOo il valore di a>, che è z> quale foftituifeo nella 

equazione (Ej, e con ciò elfa fi trasforma nella feguente 

l 

2 \/ o,ax a 

y — ~ f\T l a * > che * r equazione alla cercata curva BAC [Fig. jj.j 

algebraicamente rettificabile, del cui arco rettificato il valore viene e/preflo dall 

l 

integrale della formoia (A), cioè da ^ «** — 4- b* ; o fia da 


a \ J ì,ax , a 

^ f\~>- * *+• * (B), il quale integrale per altro non efTendo comple- 

to , per renderlo tale vi fi deve aggiungere la collante, e per for ciò bada oflèt- 
vare , che l’arco fi annulla allorché fi ha x~ ; onde perchè mediante la fo- 

ftituzione di quello valore la formoia [B] fi riduce a ~ V , perciò I* integrale 
i 

2 W 0,ax , 2 

completo è - « + * — V . In quella curva poi BAC l’origine 

delle abfcifle è al punto D. 

41 j. Retta a vederfi come alla rettificazione delle curve fi pofli ridurre l’in 
tegrazione di quelle formolc differenziali, che non fono algebraicamente integrafo 
li. Generalmente rapprefcnaamo tali formale (otto quella forma X'dx , indi fi 

fàccia dx — XdX' da cui fi deduce X = ~ [le quantità X, X' fono date 


Temo VI. 


Mra 


per 
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DEL MODO D' INTEGRARE LE FORMOLE DIFFERENZIALI et 
per x) . Pollo ciò fi dimoti ra, che fe fi depriverà una curva, le di cui coordi- , 

L 

nate fiano (P) x)(i — 3T" 1 * = y, ed X^X — IT 7 — x = sa ( <*.)«, 
e della quale l’arco fi fupponga = M, fi avrà. 

c. X' dx — X X 1 — X 1 ± M : Onde fuppofta la rettificazione dell'arco M 
fi ottiene l’integrale della propofta farmela X dx. Per dimoftrare quell» teorema 

fi differenzino le affunte coordinate, c dalla prima fi avrà 

/ 

l 1 

i. X ^t — 1 — jXXVX' — ~* * , cioè (con, foftituire in 

in luogo di XdX', e con metter tutto, lòtta al fattore comune 
i i_ 

i — TT'J I - 1 yT- ir 1 — jXVx (A); dalla fecon- 


da poi (I avrà /. X X X' — X’ 1 -f- XdX' — jX ~5F* dX $ — /*> la quale 
con foftituire dx in luogo di XrfX' , e con ordinarla fi riduce a 

X '^i — X ’ 1 )(dX — 3 X ' dx [B] . SL inalzi al quadrata P una, e l’altra di 

i 

quelle due fòrmole (AJ, [B] , e dalla prima fi avrà ♦ 

- 

i — X 1 )^ — X' * XdX—iX dx ,, pofcia dalla feconda fi otterrà 
■ 1 

X — X' * X dX— jX’dx , delle quali la lèmma trovali elTere 

t 

x — X' 1 X^X — 3 X’dx > donde levando la radice quadrata fi ha (DJ 

i — X ' 1 X^X — iX‘dx y ta qual forinola (come coda dalla coftruzioac) efflu- 
ite 1* elemento dell’arco della curva, vale a dire i = ± ^ M = 


V 
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| / <h* 4 - ij . Che però fi: fi prenderà l’integrale dì quella formo!» (D), 

quelto integrale iòraminiflrerà il valore dell’arco M. A fine poi di ridurr* a, i’ in- 
tegrazione la forinola {DJ per quanto porta il nollro farfuglio, vi fi aggiungi , e 

fottragga nel tempo (ledo la quantità XX D. i — X' *, c con ciò ne verrà 

i — 5T" 1 x</. x+xxd. i- IT* — iX Jx — x x D- 1 — ir 7 — 

± d. M, vale a dire (con attualmente prendere la differenza indicata nel urini- 
ne — xxo. i —ir*) i —ir* x*x+ xxd. i - ir* — ixdx 

4 - zXX'dX' — ± J. M, che con foftituire tX'dx in luogo di jXX'dX' ui- 
venta i — X' X'dX +■ XX D- * — X' * — X'dx =: ± d. M. Finalmente 


poi integrando fitrova XX i — X' — S* X ix = + M,e però [R] 

S.X'djc— X Yi — X'* 4 M, come era fiato propofto, nel qual modo me- 
diante la rettificazione dell’arco della curva, le di cui coordinate iòno (Pj, (QJ, 
fi giunge all’ integrazione della data forinola Xdx, 

414. Poiché quella operazione efigc, che ir faccia ufo dei quadrati degli ele- 
menti delle coordinate della curva, la di cui rettificazione deve iommimllrare l’in- 
tegrale della forinola propofta da integrarli , e il quadrato di una quantica è Tem- 
pre pofitivo, comunque tale quantità fia politiva, o negativa; egli 4 quindi arbi- 
trario prendere quelle coordinate o politive, o negative. 

415. A motivo dclP ellrazione della radice quadrata li è dato all’arco M il 
doppio fegno ± : Ma nel cafo particolare il calcelo deve molliaie quale di quelli 
due fegni fc gli debba aflegnare. Il calcolo che a quello fine develi ìnllituire è il 
feguente: Si prenda la precedente trovata forinola ueil elemento coll'arco M, che 


4 (D) 1 — X’ X* X — jX Wx che fi aggiunga, o fomagga fecondo il bi- 


fogno dal differenziale della quantirà XX i — X' > 00 n che ne dovrà rifultare 
la flelfa forinola propolla da integrarli; 0 fecondo ohe fi faià dovuto aggiungere , 

0 fottrarre quello elemento dell’arco a fin d’ottenere la data founola Xdx, li 
dovrà pofeia nell’ integrale aflegnare all’arco fililo il fogno 4-, o — - 

416. Ma. affinché fi polla prevalere ddl’t (pollo tcouma e cimcftiere, che da 

L 

1 > X * , poiché fe fofle I < X , l’ ordinata X ^i — X' * farebbe 

immaginaria, e in confoguenza immaginaria la curva, il di cui arco fommiiullrat 
deve T integrale delia propofta forinola differenziale . Qualora pertanto fia 

Mm z t < 
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y *x T ”* bifognerà appigliarli al feguente calcolo , a fine di giungete all’ in te» 

«razione cercata . , , , . 

417. Si prenda dx — XdX. a norma del num. 41 j., e fi deferiva la curva, 

i 

le di cui coordinate frano X^X' — 1 — J > X ^ * — X' 4- * 

con che fi avrà $■ ]/ dx, — dy =X)( X' — 1 4 - §,X.' 4 x: Di fat- 

to fc operando nel modo praticato al num. 413. fi differenzieranno le precedenti 
due coordinate , indi di quelli elementi fi prendano i quadrati , dalla prima coordi- 

_______ f , , 

nata fi otterrà X' — * ^X' 1 $X'dx — Vji *, e dalla fc» 


«onda fi avrà X * ^X' "* — 1 )(dX ■+■ jX d* — dz *: Laonde fc fi fot» 

treni il primo di quelli due quadrati dal fccondo, pofeia dal refiduo fi ellragga 

ìa radice quadrata, ne verri X' - * — r )(<fX 4- jX'/fx = ± ]/~dz‘ — d] * . 
Ora per integrare giuda il bifogno quell’ equazione , fi aggiunga al primo membro, 

e vi fi fottragga ner tempo He fio la forinola X. D. X’ 1 — 1 (la Tetterà D. eC 

prime la diffcrenza) , e fi troverà X’ * — 1 X<*X 4 - X. D. X' * — 1 4 - 

3X 'dx — X. D. X' 1 — irti / dx 1 — dy * , vale a dite £ con 
prendere attualmente la differenza indicata nel termine 

X. Di 3 ?“* — 1} X' — 1 X<DC 4- X. D. IT -1 — 14- iX'dx — 

2 XX'dX' = * l/~d»* — dy 1 , o fia [con foftituire/x m luogo di X</X'} 
TF* _ rX-fx 4- x n 1F 1 _ 1 4- x dx = ± i/~dzT l — TP r 

della quale Pintegrale è X)( X' 1 - 1 4- S- X'dx — * S- \/ d% — dy 

« per* S X lx = — X \ X~ l — 1 ± S- ì /~dT* — TP • 00 

418. fatto ciò fi cerchi ora col metodo del num. 41 j. l’ integrale della for- 


mo 
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mola ]/dz 1 — d y * .A quello fine fi prenda dy — Z di, ir di cui qua- 
drato è dy* = ~ZT* d z ; onde mediante la foliiiuzione di quello valore la. 
forinola l/da * — d y 1 diventa da j/i — Z' , dove a motivo «fi 
<# s* > d y * , vale a dire di d z > Z'* / 1* , o fia di 

l 

- -- ■■■ k» “Z 1 , fi ha i> A' .Se pertanto fi paragonerà quella formo 

d z 


la dz |/i_ Z' * colla formola X' «fx del cit num. 413., fi avrà dz~dx, 


e però s— x, e |/V — Z' * = X’> donde fi ricava Z' * — ì — X' * . 
Che fe in oltre fi fatà Z~ X, la formola dx—XdX’ del fuddetto num. fi cam- 

ZZ'rfZ' 

pierà in = — — — • Quindi fc nelle coordinate (P), (QJ, e nell' 

|/i — Z' * 

equazione (R) fi foftitniranno quelli valori di X, ed X', la (P) fi cambierà in 

(H)Z.Z' * ; Ja(Q)in(JC)Z. Z' * j/i — Z - * — z; e la (R) in (T) 

S- dzl/i— ~Z r * — Z. ~ + M = {/la 1 ' — 77 1 f la lettera M 

rapprefenta l’arco «fella curva, ledi cui coord nate fono (H). (K)]. Che però Ce 
nell' equazione ( Y) del preced. num. 417. fi follituirà quefto «trovato valore di 

| / d z — d jr * , fi avrà finalmente S. X' / x = — X ^ X' * — 1 ± 

Z . Z' q; M (W), o fia con follitnlreX in vece di Z, ed r — X' * In luo- 
go di ~T~ X ) S- Xdx = — X ± X ±M.(N) 

419. Per integrare adunque col mezzo delie rettificazioni fa forinola X'dx fi 

prevaferà delP equazione fR) oualora fiat> X'*;n»alé farà 1 < ~X r ‘* fi 
dovrà far ufo deh’ equazione f W 

420. Leviamoci dalla generalità, e coll’ elémpio rendiamo familiare P efpofto 

i X 

metodo - Debbafi pertanto integrare la fonnoFa — , che devefi ridur- 

V a -f- xx 

re alP integra zie tra mediante P equazione (R), perchè M valore di 1 — X T * 

è po- 
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4 pofitivo. Paragonando quella formoli colla formoli generale XV x del num. 41} 


fi trova X'ss- 


V H- ** 


;; onde fi ha J. X' ss ■ 


f d x dx 

7’ X == TT — 


a -t- xx 


l ■+• XX 


. 2 . 

* 


; I - X' a 




•; X )(._X 1 ss 


x •/ * ■+• xx ; 


L 

2 . . _ 

X — X' * = x*; X ^X' — X _1 — xss — *x: Onde 1 * due coor- 

dinate della curva da defcriverfi, dalla rettifk azione del di cui arco dipende l’ in- 
tegrazione della data forinola , fono x 1 — * ; 2X =y . Per mezzo di quelle due 
equazioni eliminando la x ti trova 7 1 — 411 , che t equazione alla parabola; onde 
data la rettificazione del di lei conveniente arco M, li ottiene l'integrale Ideila da- 

S d X - -- 

• — — — - — — x y 1 -f xx — M - Si 4 dato il fegno 

y 1 ■+■ XX 

negativo all' arco M, perchè prendendofi la fomma dei quadrati de' differenziali 
delle coordinate x 1 , ix, fi ha 4 d x * X 1 ■+■ *’ > di cui radice quadrata è 
tdx y 1 -+- x 1 , la quale 4 l’ elemento dell’ arco M; e pofcia prendendo il diffe- 


renziale di X Vi — X 1 =* +ITX-, che trovali eflere + *x 

x'dx 

■+• — fa di mefliere fottratre da quello differenziale il precedente- 

y 1 -+- xx 


mente trovato elemento 1 d x y t ■+ xx dell’ arco M , affinchè ne rifulti la for- 

i x 

mola — — — — propolla da integrarli , la quale operazione fa vedere , che 


y 1 +- xx 

il ritrovato integrale devefi fcrivere cosi — 


d x 


V 1 + xx 


ss x y 1 -t- xx 


•— M, vale a dire devefi prefiggere il fegno negativo all’arco M. 

421. Ora per determinare l’arco M della parabola relativamente al valore di 
x, cesi che crefca, o cali al crefcere, o calare deila x, fi offervi che avendoli 
2x ~y , la x 4 Tempre eguale alla metà dell’ordinata cella parabola; che però fe 
fi premierà una qualunque ordinata BC (Fig. 36.) nella parabola, il di cui para- 
metro è 4 , c fim' alfe prolungato veifo h. fi tagli la porzione Ah ss ali’ ablciffa 
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* 7 9 


A 8 =*; indi dal punto E, fi conduca all’ eflremità C dclP ordinata la retta EC 

/•lia fi irà A/*\ minrn P ( n»l nnm \T: \ — d I , * 



r: 


quc- 


proporzione E B ( = a ) : E A ( = t ) ; : RC AD (=*) . Qui po. 

a/ia <>h« 1 milllrn rh» t-ràtfr-A Vk ZIA I r. Ia A T~V — __ /* 7 V ~ 


fi vede, che a mifura, che crete, o cala la AD=*j crefce ancora, o cak Par- 
co della parabola. Che £e ora fi fari l’arco DF col raggio 

ED = |/ta -f- AD. =s i -+-xx, fi avrà quella proporzione EA 

( = 0 :EF(=EEk=^ i -f-xx ) : : AD (=x): FG (=x^i +■ **), onde 

dx 

fi troverà che P integrale cercato della data forinola ■ - 4 I a diffe- 

^ t xx 

renza, che: palTa tra la retta FG, e l’arco. A C della parabola y e però fi ha 

S i x 

, =FG — AHC- 

V r xx 

422. Ci verrà efibito. il fecondo, eferopioi dalla forinola rifpetto 

V x 

alla quale 4 X.' =. V . * t tna perchè t — He* ~ quantità negati, 

va, perciò, non. fi può. ufare del metodo del nnm. 413., ma è d’ uopo ricorrere al- 
la maniera d’ operare del num. 41.7. ElTendo pertanto X.' = V x -j- a g 


V* 


X * — t — — ; d. X' — - 
x. 


aix 


axy' x* 4- ax 


:;X=z- 


IX V 4 -ax 


2. 

x)( X.' — 1 = — 2 V *"+■«*; x )( x ' — I *"=• — 2 V*-h« , 

che làccio = y coordinata alla curva da deferiverfi^ ed X ^ X' 3 X' 4- x 

-= — * — 2*, che làccio, eguale a * altra coordinata, alla fteflà curva. Se per- 
tanto mediante quelle due equazioni x-hia—z fi eliminerà la 

x, ne verrà l’equazione j 1 =4*'X *— « alla parabola , della quale il parame- 
tro è 44 . Ora fe nell'equazione S* X'/x=--X YjT~— i -+- 
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g, | / d t, * — A y 1 del nura. 417. fi foftituiranno i ritrovati valori di 
X ^ X' * — 1 , X', efla fi trasformerà in (Kj ^ ^ — 


V* 


2 y/ x*-t-a x — V |/ d * * — </ j 1 , in cui la forinola |/rf r* — dy 
dipende dalla parabola della ritrovata equazione y* — 4 * )( a— 4. 

423. Qui poi G oflèrvi , che alla forinola j/ d a — d y ho prefif. 
fo il fegno — perchè il calcolo moflra doverfi fare cosi. Di fatto fe l’equazione 

(K) E difporrà cosi **-+-«* =— S* V' ax,t ~ d y * » 

pofcia fi prenda il differenziale del primo membro , fi troverà T j| 

V *■+-« 

cui integrale in confeguenza è negativo: Quindi eflendo negativo il primo mem- 
bro dell' equazione , lo deve edere ancor il fecondo , e però alla forinola 

(^. y/ d / — d y halli a prefiggere il fegno negativo. 

414. Elfendofi pertanto trovato z^a^x -h a =zy , x + za=z, fi differenz 

Odi X 

l’una, e l’altra di quelle equazioni, e ne verrà ■■ ■ — — dy, e dx~dz j 


V «x 


onde la forinola | / d z. — d y mediante la follituzione de’ quadrati di que- 

a dx 

— dy, 


He quantità fi trasforma in dx 

a 

fi trova* Z’ = ' ■ — 

Vux-H»* 

d. \/i —ir 1 = d. 


y/x 


V* 


Ma efiendofi avuto 


V « x ■ 


_ _ ~Z r * 1 * * 

y ir+^r ’ *-i~* x-*-« ’ 


y/x 


a dx 


V * + * 


x; 


À*-M 


Z= 
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t\/x Yx4 -a 

= V — ; z X a 1 ' = 


che faccio = y' coordinata 


della nuova curva da deferì veri) ; c Z)( L' * X z * — * —x — i«, che 

faccio = z altra coordinata odia curva: onde con eliminare la x mediante que- 
lle due equazioni 2/r*— y, x — ia-=z\ ne viene y* — 40 ){z' -b za 
equazione alia nuova curva , che è la parabola apolloniana , il di cui parametro è 

4«. Che fe adeflo foftituiremo nell’equazione Z X Z* * ♦ . M = 

J/ 7 T* — iy del nura. 418. i ritrovati valori di Z, Z’ * , ella diverri 
t^x^x-i-a ~l/ J z* — dy 1 : Onde finalmente l’equazione (K) del 
nura. 422. mediante la foftituzione di quello valore diventa C. - V - y+l1 r= 

vJ V X 

2 y’x ^x-b* — ey'xv'x-t-a 4 - M , cioè C. v * *~JL =M: Ed ecco, che fin- 

vJ V* 

tegrale della formola — è l’arco M della parabola avente 4 a per pararae- 
v'* 

tto. Per altro con fervirfi della formola [N] del num. 418., più fpedicamente fi 
fi farebbe ottenuto lo ftefTb ; Di fatto foftituendo nella medefima i valori trovati 

al num. 422. fi ha C. * * = - ~X -k 

■J y' x x a 

~ X — 4- a x _j_ fyj _ _ Ho fatto ufo del légno inferiore nel termine 

ab X Yi — X' 1 per la ragione addotta al preced. num. 425. 

J y . / y 

42 j. Che poi quell' arco M fia l'integrale della data formola Ce ne 

può tofto accertare con prendere gli elementi delle coordinate zs/ax , e x — z* 

M d X 

di quell’arco, che fono e dx , de’ quali fe fi prenderanno i quadrati, indi 

dx \/x -f*4f 

dal loro aggregato fi ellragga la radice quadrata , fi avrà — — , che è la flefla 

formola propolla. 

Tomo VI. Nn 426. 
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42 6 . Darò compimento a quello Articolo con far offervare varie formole , i 
di cui integrali dipendono dalia rettificazione dell’ Elide , o dejl' iperboli , come del- 
la forinola d z, — h fecondo le varie combinazioni de* fegni ho detto ai 

V 1 q 4- h ss* 

num. 401., 402.» 4C4. 1 405. Ripigliamo pertanto le antecedentemente ritrovate 
formole di rettificazione di quelle curve elidè , e iperboli. La prima (A) dei num. 


jg 6 . è Q. dx a * * K .. * — = [ con fare ~ = tri ] 
° I — x ' * 

p. y'm—l X X 1 +- 


(P> 


— X* 


: , la feconda (E) del num. 398, è 


c ^ 

^ j f* X C* — X 1 

S . dx I ” — — — - jlL ; la terza ( B ) del num. 397. è 

-I dd — x* 


±^A al ~-- = [con fare C = »] (QJ 


S — a* , C 1 

. dx j — : = [con fere tì = p] (R) 

^Xx'-»* a 

S I' p -f- I Y x 1 —/! 1 

. dx — ■ ■- ; la quarta ( F ) del num. 398. fc 


V x 1 — 


C. diY *** X <1 ~ H -~~ = t con fare ? = 1 1 ( T > 

C dx 

\J y** — 


dx - — — — - ■ -, la quinta ( G ) del num. 399. è ( X ) 

V)d + d 


y lx 1 4- c* 


\f2Je 1 — « . . 

— e la fetta (H) del num. tteflo è (Z) S-rf* - — . E fe 

1 V^x* -f- c 1 

r jper- 
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l’- iperbole fui riferita agii afintoti, della quale l' equazione fia xy zza*, la fot- 

. , • ' V - f* ti X — ’ . . ; ; 

mola di rettificazione farà (Y) x. x r 

vj X X 

427. Ora fe nella formola ( P} fi farà m — 1 X x* 4- a* ~ a % , fi avrà 3/ ^ 

az — a 1 adz adz 

— , U di cui differenziale è zxdx — , c però dn — — ■ ■ - — 

iti — 1 W - * 1 


ì*K m - 


(«o? /pftituire d vabre di x) 


adz 


:;e V" 1 — - 


y»jj 2 — k* 


V'* — 1 
cambia in 


v'm — ( X V “* — ** 

A 

Onde mediante la fofiituzione di quelli valori la formala ( P ) fi 
dzy/az 


2 \/ in 4- 1 X «*— ** — m«* 

dz V«* , r * «’+i 1 

— — = ( con lare — A.) 


™ zz ( con rimettere il valore di m — — ) 


dzsj a z * 


'Y‘t~ 


2 VA.* — ** — 


della qual formola in eonfeguenza 1* integrale dipende dalla rettificazione di un’ar- 
co d’ elidè , della quale Un’ afle è 2 a , e 1 * altro 2 c : Mediante poi l’ equazione 


a* 4- (* 


= <t il femialfe a (i trova — ì- k ±\^ —A* — «* , e il femiaflè 

1 I 4 


* ~ V a A — • Quindi fe quell’ arco d* elìdè fi dirà = A , fi avrà 

2 A _ dZy/z 

^ a O VA* — ** — c 1 

428. Quanto alla forinola (R) fe fi farà f 4- 1 X ** — a* zzaz, indi fi ope- 
ri nella maniera praticata al yreced. num. 427., verrà (fi efla a trasformare in 


dz V fl * 


4 * — C 1 

= (con fare — = A, e fuppoflo a > r ) 


il /* 2 + * X j 


i% j a% t 0 p Ure ( fuppoflo a <e ) ~^ V ' * ■ ■■■■ ; che però di que- 


z-v'** — A* — 


2 v * 2 +• * * — ** ■ » ~ -v- - 

He due formole l’ integrale dipende dalla rettificazione di un’ arco d’ iperboli , del- 
la quale 1* alfe tranlverfo è 2 a , e il coniugato è 2 * ; ed a è 


Nn 2 


« 
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= ± *- ± vi ** 4-t 1 . Se pertanto quell’arco d’ iperbola fi dirà —A, fi ini 
2 4 

2 A p iz>Jz 

~ o' 7*“***— < 1 ' 

429. Se nella forinola (X) fi fari 2x’ — <r“ aerea , indi fi facciano al foli» 
le opportune operazioni, tale forinola fi trasformerà nella feguentc 

- — > la <ji cui integrazione perciò dipende dalla rettificazione di ■1*’ ar* 

2^ ZZ «* 

co dell’ iperbola equilatera; onde chiamando quell’arco =3 A, fi avrà 
2 A p day'z 

O V 1,1 — ** 

4J0. Qualora nella formola (Y) fi fàccia x*=s, mediante quella folli turi®» 

dz> d z* -f- . 

ne cfla fi cambierà in 7 , della qual formola I* integrale in confo- 

2 z\ z 

guenza dipende daHa rettificazione di un’ arco dell’ iperbola riferita agli aliatoti ; 


onde chiamando quell’ arco ~A, fi avrà zA — 


iz*J zz 4- a* 

*v'* 


4jr. Conofccndofi pertanto quale è 1’ integrale di quella formola 


iz \J zz -+- a* 
Z\J z 


fi potrà alla di lei integrazione ridune P integrale delle due feguenti 


formole dzy/z y' zz 4- <j 4 , e 


fai/z 
y zji+a* 


: . Di latto quanto alla prima (I prenda 


ZZ -f- di* ZZ -4— 

la forme la , quale fi differenzi , c ne verrà D. 

zv» * ’ zV» 


X 

X 


iz )( za 4* « 4 * lf*X OT + a4 * 

3 . /z zz -t- a* : Ma : 

*V* 2 Z\J z 


I . . 4 

~ ** 4- »* — — 


— a* iz zz 4 - «* 


■; quindi follitueodo quello valore, 


* v * 

^ramando i termini Umili, ordinando V equazione , c integrandola ne vbne 

s- 
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dayx V* 1 ■+■ = 


I \/ * *♦ — _ ___ 

rX **^* 4 p ~^* v '* s +« 4 


, come fi 


43 x. Quanto alla fecondi fi prenda la foratola La y*z -*-«♦ , quale fi 


diffcrenzi, é fi arri D. L z* y xa -+- a* = 2- yz y ax + *♦ -f*. 
i 4 


* * j 

— a i s 
2 

Va» -+- a» 


A quello fecondo membro fi aggiunga, e v* fi Attragga nel tempo 


fleflo la forinola dzyzj/xz , e ne rifulteri D. ~ y za -j-<+ =5 

L 

1 * , 

— a d a 

5- da yzy za -t-« 4 — • — dxyxy aa +*♦-»- — — 

4 4 y za -+- «♦ 


L »’i» 

2 


z 

— ( perchè — L </x/* y *z -h <r+ -+■ — = — — — \ 

4 yzz-i-ti 4 y za -f- a* ' 



X.dzyzy za + «* . Che però fc in luogo di 1 tfayz 

4 y zz -f- <»♦ 4 

fi follitiBrà H fuo ralore nell’ antecedente numero trovato, fi arri 

L j 

„ r * ; : „ z* -f- *♦ . « 4 èzyaa + << ~*«dzy» 

* *V* 4*V* 

da cui fi ricava 
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.L 

1 


s 


i%sjt> 


«♦v * 


a y 2 a +- a* 
a* .t 


rS 


ih y*a •+- a* • j 

' " T 1 > 

SyS 


y za «■' 

Io che era propollo da fare. 

Nel modo fteffo, che per mezzo di folliruzioni fi fono dedotte dalle for- 
inole (P), (R), (X) quelle precedenti, eh? fotto un’altra forma fi fono conofciu- 
tc dipendete nell’ integrazione dalla rettificazione deH’elifTe, o dell’ iperbole, rica- 
var fi poffono mediante nuove opportune follituzioni altre formule dalle (leflè 
(P)i ( QJ> ( R ) cc. , che come quelle dipenderanno nell’ irycgrazione dalla retti- 
ficazione dell’ diffe , o dell’ iperbole . , 'f . ■ , 

4 ? 4 - Qualora una data formola da integrarli avrà Iq forma d’ Una delle pre- 
cedenti , fi conofcerà torto , che 11 di lei integrale dipende dalla rettificazione dell’ 
elilTe, o dell' iperbola , ma fé non avrà la forma corrifpondente a qualcuna di que- 
lle già cognite, fi dovrà procurar di ndurvela, o per mezzo delle follituzioni, o 
pure con ifpezzare tale forinola in due: Come per efempio dovendoli integrare 

. J ; a*,/* . . ' ' ■ ' ' ■ 

la fo rno’ a — ■ , la divido primieramente in due così ~ / 


x y/ xx — UJ, 


che la 


x^xy 1 xx — aa 

ih. >/h 


y xx ■ 


, delle quali quell’ ultiva offendo la ftelTa, 


del num. 429., ravvifo perciò, che il di lei integrale di- 
' y zz — <r* ... 

pende dalla rettificazione di tin’ arco dell’ iperbola equilatera; Quanto poi all’ al- 

a x ix . — x*dx a x f< 3 dx — ix 

tra — — = già Io, che il di lei integrale è 

x y x y xx — aa y x — ir 1 x 3 

: Onde cori ho trovato , che l’ integrale della propolla for- 

- è una quantità algebraica più un’ arco dell' iperbola 
xy xyxx — aa 

equilatera , della qtwle 1’ a Uè trai.fverfo i za. E ficcome in quella formola 
a 1 ix 


— 2 y > — « 3 x 

k* 

«* i X 

àtlola — 


fi trasforma la formola 


xy x yxx — tu 


dzy/x 

con fare zzz — , 
y< 3 — a 3 x 


à Zi >J 2/ 

quindi di quella formola l’integrale è (con fare = A l’arco dell’ iper- 

y« 3 — a 1 


boia) A — i\ a a più, o meno la collante fecondo il bifogno, 


43 


Digitized by Google 


C A P O r. A R T I C O L O VI IL .V .Iti *j 7 

435. Non folo poi la forinola da integrarli può dipendere dalla rettificazio- 
ne deli’ elidè, o dell’ ipcrbola, ma può dipendere nel -tempo He da dalla rettifica» 

.* ■ ‘ ix 

zione di tutte due . Tale a cagion d’ efempio è la forinola — : . Per 


integrarla fi fpezzi in due cosi 


a x . dx 


ix\fx 


, pofeia per mez- 


a^x y 1 » 1 — x l 4 yV — x* 
zo delle foftkuzioni fi palli a cercar 1 * integrale dell’ una, e dell’altra» E quanto 


alla prima 


4 .v . ix ix y/a ■+■ 


4y0c V»* — x* fly/x y 'a — x 


, fi fàccia a -+- x = onde fi 


avrà V* V* — V* — <r ; y'a — x = s/m — » , 

ÌZ\Jz ÌZ\Jz 

con che ella fi trasforma in — " t~ — ~, n — = — ====r=n , la 

4 V* — ai* V 1 * — a* a Vjai — za 1 — z % 

quale [pel num- 427.] dipende dalla rettificazione di un arco d* elidè» Quanto poi 
ix y'x 

alla feconda — eda (pel num. 434 ) ha per integrale una quantità 

4 yfa* — x* 

algebraica piò un arco d’ iperbola equilatera; confèguentemcnte l’integrale della 
ix _ __ 

forinola 1 1 dipende nel tempo ftcdb dalla rettificazione d’ un arco , è 

V x ^» cl — xx 

«Piperbob, e d* elidè. 

436. Ai num. 401., 402., 404 , 405. fi è veduto, che P integrale della for- 


inola 


iz \>b +- (z , 1 


V? + *** 


dipende dalla rettificatone di un ateo d’ elidè , o d* iperbola; 


ma con fare * = ■— eda fi cambia ir» — ** ^ ~ dunque anche P in- 

xx V qx 1 ■+■ k 

tegrale di queda dipende dalla rettificazione di un arco d’ elidè, o d’ iperbola. E 

ix 

perchè la forinola [MI 1 : — fi fpezza nelle due lèguenti 

\fi 4 -fx 1 . + *** 


£*L±J£ P_y Vx y/ ? ±i£ . c la forinola (N) 

tk— fi A y - 4 + te « bk — fq A ^ + 
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dx 


xx yb + fx l . y/q ■+■ *x* 


Jb 

con foftituire in luogo di * diventa 

ya.* - p 


d * va' - P 

: (con fare — pq ■+■ bk.— « ) ^ * perciò 

y’jB* — pq + bk V?*.' 4- m 

1> integrazione delle formole (M) , (N) dipende dalla rettificazione delle dette fe- 


y'ja' — pq-k-bk 


zioni coniche . Che fe in quella forrada 


, 2 0 
V* — P 
b 

V?a‘ — pq -k- bk. 

x'Jx 


fi foftituirà ix* 4- p 


in luogo di a 1 ) era fi trasformerà in (W) -z==—^===—^ !» quale confe- 
guentemente è integrabile come l’altra. Lo fiero fi dica della forrada 
dx y/b 4- px* ■ V? 4'*** ) poiché co» direrenziare la formola 

XX 

V* 4-px* ■ v7±& fi trova D . VA-t-px*. s/q 4-*x* _ yrfxV? 4- *X* 
x X " 

frfx y/b -k- px dx yé 4- px* ■ V? 4- , e - m jonfgguenza 

V? 4- 

^ V* 4 px* . v? 4- Kx 1 __ _ V* -t-px* ■ y/q 4 * x* + p d X %>q -j- <•** 

~ x -T ' 13 


V* 4- px* 


XX 


V* ■+• P* 1 


kdx y/b 4- px* ^ 

V<? 4- 

4 J 7 . Adunque alla rettificazione di un arco tfeliflè , o d’ iperbola fi riporte- 


ranno gli integrali delle formole 


V* 4 - ixx 4 - cx + ’ V-» 4" * xx 4- rx 4 


dx y/a 4 Pxx 4- ex 0 g nt q Ua | yoit, | a quantità V» 4- éxx 4* fx * fi pora ri- 
xx 

Polvere in due binomi reali di quella forma y/fi -+- Sxx: Che fe ciò non fi potrà 

fa- 
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tare a motivo che la quantità « fi* pofitiva , c maggiore di , non per que- 



ihole , fa di naeftiere trasformarle per mezzo delle follituzioni a fine di ridurle aiì* 
forma di qualch’una delle forinole generali, che antecedentemente abbiamo tro» 4 . 
to dipendere dalla rettificazione delrelifle, o deli’ipetbola , onde conofccre in q u? . 
fto modo quale delle accennate due rettificazioni faccia al cafo . Ora per f a i e 1* 

opportuna trasformazione fi levi primieramente dalla quantità ^ a +■ ux\ cx i 

il fecondo termine con fare w l +■ - — da cui fi ricava dopo aver inalza- 


bx 1 b x 

to l’uno, e l’altro membro ai quadrato x* + — z* ; onde faceti- 

c 4<r* 1 


do la foftituzione di quello valore la quantità y 1 * 4x* -j- ex * , 0 fia 


J if bx* / 

“ -l- -7-4-*’ «ovali = |/« - - + a' : e perché condifferen- 

» T* 


b -j- 

zi are l'equazione x* t= z* — ~ fi ha xix — zdz, e/* = — - . . 


|/V - t 


: j per- 


ciò con follituire quelli valori di ix, e di V« +• t> e* -+- ex* in una delle tre 
propolle forinole , per efempio nella prima, effa li trasforma in 

ziz 

— . . TTT , che ( con fare per maggior brevità 

4« 


2 C 


— ~ = _*,ed* 


e** 


— = et) rapprefento cosi (E) 

T* 


ziz 


v '* 1 — e . |/ rX ' i ' + ** 


.. Fatto ciò trasformo di nuovo quella equazione con 


porre y/t +• z> — a 1 — **. Inalzo pertanto quella equazione al quadrato, e 


Tomo VI. 


Oo 


mi 
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mi viene ì 4 - *>* = « 4 — 2«V' 4 - *♦, donde ricavo ** = “* ~ * c he dif- 

z«* 


il ♦ J* -, — --- 

ferenz.io, e mi viene zi/z, = rf« X — ^3 — : 1° oltre è y'a* — — 


Ju' — 2 /fu* — f ", 

I 7.7 > e V 


u* 4 - l 


V 1 ■+■ 1* = u x — a* = — , che però mediante 

2«* za* 


la foftituzione di quelli ritrovati valori di zdz, di V* 1 — j*, e di V * 4- 1* la 
fòrmola ( r ) divcnu 






u* — j fu 1 — r u* i 

——•71 V ^ X * 


2a* 


du\/l 


V c . V“ + — rd — * 


: Onde perchè la quantità V« 4 — 2 è ri- 


fclubile in due binomi reali , che fono a* — f 4- y’f + 0‘, e d a* — $ — . 1 


y'j- _f_ , quindi la ritrovata forraola trovali elTerc 

duVi 


che finalmente fi è 


Ve . l/«‘ + • l/“ l — f — V* 4 - 

dx • 

r del num. 434, confeguen- 


ridotta alla forma della formola 


VA 4 -px l • y$ +*x : 
temente come quella ella è integrabile . 

438. D’ egual maniera fi opera per integrare la forinola 

± L 

X 

X dx 


poiché o la quantità V rf 4 - t/X 4 - f* 1 A rifolubile in due bi* 


Va 4 - lx 4- ex* 
som) reali , o noa lo è : Se è rifolubile in due binomi reali , fiano elfi 


Vx 4- m , V x — » > con che la propolla formola acquilla la fegueote forma 
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*/■ 


- ' , 

t 

x dx 


sa-, «Ila «pale a fine di percorrere tutti icafi (apponiamo pri- 


^/x 4- «X* V- *- - 

mieramente, che nell’ efponente di x abbia luogo il fegno inferiore, e però lafcr* 

* dx . . . 

moia fia : Effe pertanto fi divida in due cosi 


4 x .< j/*+- »>X x — » 


* d* ì, li. . 


\ fxdx 


m Vx j/x -f- »X X — n m J/ x 4 - « X * — “ 

- m . dx dx\'x 


, . ' - - * •• » ( 

— . Ora per trovare l’ irf 


tegrale della primi 


m 

• 1. 


Vx l/x m X my'xy'x — « " 


-, fi faccia 


x 4 - m == *, onde fi trova dx = rf* , y/x 4- m =r V*) V* = V* — m » 
V* — n — y/z—m — «, e però la formola — -* ■ ^ fi trasforma 


Ve . Ke 


m V x Vx — » * 

V* • d* 


nella feguenoe 

jb V* — "• V*— *— » m |/e* — am — * X *+* X m +- ” 

il di cui integrale [pel num. 418.] dipende dalla rettificazione dell’ iperbola . La 

, , r , . — Vx . dx — y/x. dx 

feconda formola poi = . 

-:p my/x 4- m. y/x — a «j/* 1 -4- m —n . x — mn 

dipende anrh’efla dalla rettificazione deH’ iperbola. 

439 In fecondo luogo l’ efponente di x fia pofitivo, vale a dire la formola 

dx y/x 

:, ed eflà, come pur ora fi è detto, dipenderà dalla rettifica* 


fia 


y/x -f- m y/x — n 
aione dell’ iperbola . 


440. Che fe la quantità y/a 4- bx -+- ex 1 non fi potrà rifoivere in due bi- 
nomj reali , in tal cafo bifognerà operare a norma del num. 447., togliendo cioè 

b 

primieramente il fecondo termine con fere x 4 - — = », donde con elevare al 


Oo 2 


qua- 
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Ì^r=X*. | 

2 « | 




/a |/** — — — 


u y' 2» 


— [con moltipli- 


care, e di ridere ne! tempo ftciTo per 




* X “* — - — i 


« 0 Itu 




. , la quale fi Ipezsa in quelle tre 


— — da V» — iu 


y/u 1 — m y'a |/«* — ^ — * •y'a j/u 1 — ~—m 

Pel num. 428. fi trota l’ integrai* della prima; delia feconda pel miro. 43S; e per 

fi 

trovare l’integrale della terza fi trasformi con lare 0= -, eoa che e®» fi cambierà in 


w 2 PC 

_ di cui parimente fi trova 1* integrale per fe colè delle . 

j/fi 1 — £2 — » j» 

441. Se poi aH’ efponente di ae competerà il fegno inferiore, « fa quantità 
0i + fi* + ex 1 non fu rifolubile in due binomi reali , in tal calò 6 levi al fo- 
lito il fecondo termine fecendo ac -t- ^ — * , co» che la formcla 
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dx . .... di 


fi cambierà in 


i/ x V« -t-i/x-t-cx 1 


b l 


y/ z - *y 4 = ^„. 

»/■ ^ AC | 


Pofcia fi 


2 f r 4 C 


faccia (per brevità pongo a — — = cm, con che ia quantità 


(/ a — b — ■+■ cz l patta ad efTcre j/ f X*»+*‘ ) V m + s* » — z, 
il di cui quadrato 4 m + ** = »* — iu* +-»*, e In. Cotifègutftza 'fi 1 ha s:=; 


2 U 


■,d,= u -^du-y--- = 


|/ - bu — 

V tr — — — m v 


** . T 


/ tt - 4 - « , . 

j/tf — V c X c però la formola . 

d^c 2 u 


1 


— — fi muta in 


/ b J + 

lA — - . lA H 

v 1 C v 4 C 


d»\- 


iu 


duyjr 


r- 


bn 

u 1 — m 

c 


2 u 


. >/c 


\/ u ' + ” 

A a« 


/ tu 

Ve s/u , y u 1 — — — m 


. , il di cui 


integrale fi trova pel num. 438. 

441. Molte forinole per mezzo di opportune v moltiplicaZÌoni , o coll' attuale 
elevazione a poteilà indicate fi poflòno in più termini dividere) ognuno de’ quali 


*■“ dx 


; che però per poterle integrare è d’uopo 


ha quella forma ■ 

V * -+- bx l -t-cx* 

vedere come quella all’ integrazione fi riduca . Ciò fi otterrà facilmente con far 
ufo del metodo praticato ai num. agi 49. ec. richiamando tutta I’ operazione a 
una equazion generale. Per farlo adunque (1 prenda la quantità 

x” ì/a-i-bxx -t-cx 1 , quale fi differenzi, e ne verrà D. x m ^a + bx l -t-cx* == 

**-- * -h2ix -*- 3 ydx 


m x"~~ l dx ^«-t-hxx -hcx* -+• 


V« ■+■ t>x l 4- ex* 


, o fia con ridurre il fe- 
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condo membro allo fielTo denominatore D. x” i/a 4- bxx 4- ex * s 


max” — * ix 4 - m 4- i . bx"*' 1 Jx 4 - m -t- a • ex"* 3 dx 


y * 4- bxx 4- ex* 
ordinata, e integrata diventa 

.x"—' Jx 


, la quale equazione 


«S 


x™ y' « 4 - bxx 4 - ex* 
e/ a 4- bxx 4- ex* ma 


s 


«4-i bx m -*~ 1 Jx 

tna^a-b-bxx 4- ex* 


-s 


m - (- z . ex’"'*" 3 //x 


: , o pure 


<"■> S- 


ma \J a-t-bxx-i-ex* 
x m + 3 Jx x"V * 4 - *xx 4- ex* 


-s- 


^ « -t-bxx-i-ex* 
m-t-i ,bx m * * Jx 


t X»-*-* 

r S; 


ma x " — 1 dx 


X m 4- 1 . eja -f- bxx 4-ex* 


rX^+'i V‘ , -+‘* xx + c,<> 

di quelle due equazioni fi prevaierà per richiamare l’ integrazione di_ una data 
forinola all’integrazione d’ un’altra più lèmplice, folliruendo in luogo di m il con- 
veniente valore, che viene me Arato dalla forinola , che è data da integrarli. Se 
quello numero è pofitivo fi deve ricorrere all'equazione ( ih ). e fe è negativo 
all'equazione (l ) : Per efempio e (Tendo m= o, l’equazione ( 1 |.) fi cambierà in 

bxJx 


S 

Se 

s 


X 3 J X 


V a -h bxx -t- ex* 

Se farà mz=. i ella diverrà 
x* Jx 


y/ a e- bxx 4-cx* 
ze 


-s 


ij» 4- bxx -t- ex* 

S aJx 

j c y'a 4- bxx 4 - ex* 
Se farà m~z fi avrà 

SS x 3 Jx 


x a 4-Axx 4-rx* 

V c 


S* 77 


zc y'a 4 - bxx 4 - ex* 
zbx>Jx 


j c ^ a 4- bxx 4- ex* 


x* V a 4 - bxx 4 - ex* 


^ a 4- bxx 4- ex* 


4 f 


-Sv 


^bx 3 J x 


y > a 4 - bxx 4 - ex* 


s- 
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X*XÌX 


4 c i/ * bxx ■+• ex* 

Se farà ne verri 

x- dx *V a 4 - bxx +- ex* 


S qbx'd x 

icV* ■+■ 


Jv'a bxx ■+■ ex* 
« qax'dx 


5 * 


ixx ■+• ex* 


'*■' j t 4 - hxx -+■ ex* 

E cosi in poi : Che Te lari m — — i l’ equazione ( I ) diverrà 
r* dx 


\{a +- bxx +- ex* 


xxy'u-j-àxx 4-cx» 

Eflèndo m=z — 2, fi avrà 

dx y'J 


ax 


$7 


cx'dx 


S- 7 , 


-+- bxx H- ex* 


^4 -f- bxx -h ex* 
bdx 


y/4 + bxx -+■ ex* 


2 ax* 


2« x \^a +. bxx ■+■ ex* 


Se farà m— — J , ne verrà 
n Ix 


-+- Fxx -f- ex» 


S z 


x* 4- bxx ■+• ex* 
lbdx 


jaxxy '* ■+■ bxx ex» 


-s- 


3 «x» 

cdx 


3 ai/ * 4- bxx 4- ex» 


E cosi in feguiro. 

44*. Dive fi può oflervare, che tutti i termini affetti da! legno d’integrazio- 
ne nel fecondo membro di quelle equazioni dipendono dalla rettificazione a archi 
d’ elilfe , o d’ iperbola, come colla dalle cofe dene, a riferva dei foli due termini , che 

X li X d X 

cadono fotto a quella forma — - - , — , i quali di- 

y'u-t-hxx-f-ex» xy/a-f -bxx-t-cx* 

pendono dalla quadratura del circolo , o dell’ iperbola. Di fatto fi ponga 
x 1 4 - “ — *> c fi avrà x» 4 --^- = z 1 ; ^a + bx'+cx* 
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. 1/ , i* b dz, 

- K (1 — f- a ; X — 1 / Zi — — i dx ~ 

tfi r ’ — 


2C 


forni ola 


x d x 


fi trasforma in 


if * 


*y 7 

>i con che 1* 


2C 


y<* txx -f- ex* 

fofiituaioni trasformano la formola 


K 4 C 


Parimente le lUCTe 


dx 


*/ « + bxx + <*♦ 


in 


dz, 1 


* 2TX 2 ^ * ** ^ "*" 4 


= ( con fare a — — == em ) 

¥ 


dz, 




, in cui fe fi fupporrà ^ m -f- s‘ — u — -a, fi tro- 


verà » 


«i* — m 




j ^»i +»“=# — a = 

a« 2 


* a< 


fr« 


— — — « 
e 


li* _f_ m 

; d& = T“X «on che la formola 

ì 2 • 


dx. 


fi cambia in 


d u 


6— èX 2 ^ c ^ 2,1 ^ c X“* — 


; che però fi- 


nalmente facendo — = 7 quefV ultima forinola 
2* 


df « 


v*X 


. fi trasfor- 


i ** 

« — . m 

c 


ràa in 




_ j confeguentemente l’ integrazione delle formolé 


xdx 


d x 


^ a -t- bxx -t- ex* xy/ <t -+- bxx -f- ex* 
dell’ iperbola. 

Tomo Pp 


dipende dalla quadratura del circolo , a 


444- 
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444. Noi ci contenteremo d’ aver moftraco come T integrazione deile trattate 
formoie fi rapporti alla rettificazione dell’ dille , o dell’ i per bob : Chi tram afte 
vedere quella parte di calcolo più ampiamente trattata , potrà vedere fra gii altri 
il celebre Sig. d’ Alembert in due memorie inferite negli atti dell’ Accademia di 
Berlino agli anni 1746., 1748. 

ARTICOLO IX. 

Della quadratura delle fuperficie. della cubatura de' fetidi, e del meda di 
determinare il centro di gravità. 


445. -v t E 1 precedente Art. VII. ho efpofto la maniera di quadrare le curve, va- 
l\ le a dire di trovare il valore dello fpaxio compreso dall’ afte, dall’ or- 
dinata , e dalla curva: Ora trattafi di dare il metodo di quadrare le fuperficie, 
cioè a dire di trovare il valore di quelle fuperficie, che fi generano dalla rotazio- 
ne di una linea intorno al fuo alfe : Tale farebbe la fuperficie del fufo parabolico 
ABC ( Fig. 37. ) , la quale fi genera col far rotare la parabola B 4 A intorno al fuo 
alfe BE’. Per poter determinare il valore di quelle lùperficie è di mefiiere tro- 
vare 1’ efpreflione analitica del loro elemento infinitefimo, il quale elemento vie- 
ne generato dalla rotazione dell’ archetto infinitefimo della curva : Cosi dalla rota- 
zione dell’archetto ha nafee l’elemento bona della fuperficie dell’ anzidetto fufo 
parabolico. Ora per trovar 1 ’ efpreflione analitica di quello elemento bema bada 
l’ oflervazion fatta del modo , con cui egli fi genera ; e ficcome egli fi genera col 
percorrere, che fa l’archetto ha la periferia dflcritta dall’ eftremità della corri fi 
pondente ordinata q a come raggio; quindi fe fi moltiplicherà il valore di quella 
periferia nel valore dell’archetto ba, il prodotto fomminiftrerà il valore del cer- 
cato elemento bema : Ma il valore delia circonferenza deferitta dall’eftremità deli’ 
ordinata come raggio fi trova con inllituire quella proporzione: come il raggio =r 

alia circonferenza ~c, cosi la j al quarto, che è — ( al num. 395. Tomo IIL 
fi è trovata la ragione di r a c efprelTa da 113. a 355. ) valore della cercata cir- 
conferenza ; e il valore deli’ archetto ba è VT*\ + * 1 1 , come di fopr» 
fi è veduto; dunque l’ efpreflione analitica dell'elemento bema è 

— j/ d x 1 -+- d y * ,ein confeguenza la forinola infcrviente alla quadra- 
re 


tura delle fuperficie è ( P) — j/d x -4- d y .Se pertanto differen- 
ziando la data equazione alla curva fi prenderà il valore di J x * , e quello fi 
fodiruifea nella precedente forinola generale, con prenderne pofeia l’ integrale , fi 
otterrà il valore della cercata fuperficie dato per y, Se fi avelie voluto quello va- 

lo- 
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lore dato per x , farebbe flato d’ uopo foflituire nella forraola generale il vaici 

di y y e di d y 1 prcfo dall’equazione alla curva. 

446. Egualmente fi ha la forinola efibente la quadratura delle fiperficie, fé la 
curva in vece di rotare intomo all’ alfe tranfverfo DE (Fig. qS ), roterà intorno 
all’ aflè conjugato AF, mentre chiamando 1’ abfciffà Am—x,, e u comfpondcnte 

ordinata mc~u , la formola farà — J /d t, d u * , 

447. Difcendiamo all’ efempio , in cui debbafi determinare la fuperficie del fu- 
fo parabolico ABC (Fig. 57.). Elfendo y x — ax l’ equazione alla parabola BA fi 

differenzi quelli equazione , c fi prenda il valore di A x 1 , che è 4 J 1 J y 


quale fi foftituifea nella formoli generale C -y V d x* -+- d y L , e con 
ciò effii diverrà — V' — — * . 4-7 


* d y ‘ _ C ‘yJj V“' -h 47* _ 

a 1 ar 


Y' 


4 r 


1 zar 


= y . 4 .it. 12-; Ma perchè con fare yzio 

11 ar J 


14 l 

la formola fi riduce ad perciò il cercato valore della fuperficie del fufo pa- 


rabolico ABC viene efpreflò da c ^ J — - - 7 ^ — - = 


1 tur 


c \a l +■ 47* y/a 1 -h 47* — a 3 c 
la ar 


448. Può effere, che la rotazione della curva in vece di farli intorno all’ affi; 
fi faccia intorno a un’ altra linea a lui parallela: Come per efempio fe la curva 
AE (Fig. 391 ) in vece di rotare intorno all’ alfe AD, roterà intorno alla retta 
BC, ovvero FG , in tal cafo pollo che AB ila —m, ed AF^rn, (è la curva rote- 
rà intorno a BC, niun’ altra mutazione fi dovrà fare nella formola generale, che 
foftituirvi y +- m in luogo dì y , con che effa diverrà 


t,\y + m]/ / dx 1 -j-dy :Sela rotazione fi farà intorno ad FG, 

fi dovrà foflituire y — n in luogo di y , poiché effendofi prefa BC dalla parte po- 

P p z fiti- 
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fitiva , la FG cade dalla patte negativa , c la forroola generale trovali elTcre 

C^. LXj » • |/d * * -+- d J * • Quindi fe la rotazione fi farà intorno alla 

retta HK interfecante la curva nel punto N, in tal cafo la forroola, che dà la 
quadratura delle fupcrficie fomminiftrerà la differenza delle fuperficie generate da- 
gli Archi AN , NE, poiché 1 ’ elemento |//f x* -t- d y * dell’ arco della cur- 
va effóndo Tempre pofitivo, e per tutto l’arco AN il valore dijr — n effóndo ne- 
gativo, la forinola per ciò è negativa, e all'oppofto è pofitiva per tutto l’arco 

N E , rifpètto a cui non folo F elemento ]/d x l -f- d y 1 i pofitivo , ma 
ancora il valore di ji— ». 

449. Se le coordinate della curva non faranno normali fra loto, ma fac- 
ciano un’angolo qualunque — A 2 P, con chiamare AL ut m , AS croi, fi avrà 

ffi tt y 

ABc= Sen. f X ~ i AF = Sen . f X — i TP = Sen. / X ~ » confeguentemente 
r * 

- MP= Sen. p X 7 + Stn ' f X 7 = X^+ 7 - ?aIore d * folli tu! rii in 

vece di y nella formola generale ( P ) : In oltre per avere i valori da foflitnirfi 
nella medelìma in luogo di d x 1 , e d y , fi differenzi primieramente la quan- 
tità ^ gn ' ^ X m j i e ii avr ^ — ~^dy, il di cui quadrato^^? d j dovraffi 

foflituire in luogo di d y : Per aver poi il valore di dx fi oflórvi , che i due 
triangoli fimili MPC, TPZ fomminiftrano quella proporzione FT (c=Sen.p): 

Sen.p . Cof. v — 

TZ (= Cof p ) : : M P ( — -y- X w -hy ) : M C = — — X 01 ~bj » quindi 


BMrrBC — MC=x — X m -+-J 1 *1 di coi differenziale è /x — 

Cof » - 2 Cof p 

~ — dy, che fi innalzi al quadrato , e fi avrà d x — — - dxdy 

p di y 1 = ( con foflituire r* — Sen. p * in vece di Cof. p * ) d x * 

— - dxdy + d y 1 — — — ■£— d y 1 , che è il valore da fòilituirfi in 

■ r ^ luo- 
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luogo di d x* . Mediante pertanto la lottiamone di qeefti valori di 
y » d y ' 1 2T‘ ia forroola generale (P) ~ |/ d 4- diventa 


tX-!?ì xrr^V— ■ _ a,,t, + rr , 


o pure 


-i x— -i xT^ y'rr- -±S£±i 3 ì*+ 77* . 

* r r 

4jo. Se la fuperfoie da quadrarli farà generata dalla rotazione di una curva 
riferita al foco, come farebbe dalla curva CfcD ( Fig. 40. ) riferita al foco A, e 
la rotazione li faccia intorno a un alfe, che palli pel foco, per efempio intorno 
all'aire AC, la genelì di quella fuperficie non di (corderà punto dalle altre, che 
abbiamo confiderate, e un qualunque di lei elemento rifu Iteri nello, Hello modo 
dal prodotto di un elemento della curva; come da EF nella periferia del circolo 
deferitto col corri fpondente raggio BE: Ma ficcome quelle curve non hanno per 
coordinate CA, BE, ma il raggio vettore AE=j, e l'archetto variabile E« = 
dx, quindi è, che la forinola generale inlèrviente alla loro quadratura varierà 


nell’ elpreflìone, in quanto che dovendo elTa elfere ^ — X BE X EF> bisognerà 

trovare il valore di BE dato per j , e nel valore di E F foftituire in luogo di 
d x il conveniente fuo valore. Ora per trovare tanto il valore di ix— E j, che , 
il valore di BE dato per jf , fi faccia —p l’angolo variabile, che coll’ atte AC & 
il raggio vettore AE: Eflendo pertanto l’arco Gb—p, e il raggio A G — r , fa- 
rà be — J. p , e 1 due triangoli limili A be, AE a fomminittreranno quella pro- 
porzione , r: d p:: y. — dx : In oltre eflendo Gb = p , farà 
r 

mb — Sen. p , e i due triangoli fimili A mb, AB E daranno la feguente propor- 
zione Ai(=r): b m { — Sen. p ) : : A E ( c=jr ) : BE [ = f ) . Dun- 


que perchè EF = {/ J x * + djr* —( con foftituire il ritrovato valore <fi 
d ac ) | /y 1 dj j } la formola generale ^ “ X ® E X E F diventa 



; che è la forinola generale cercata efibente 


la 
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** d h * 

la quadratura delle curve riferite al foco . In vece di fcftituire - - 7 F i n vece 

r* 

* ... 

di dx , fi può foftituire ancora il fuo valore prefo dall’ equazione alla curva . 

451. Debbafi quadrare la luperficie generata dalla porzione Ana cela curva 
AnaCD ( Fig. 18. ) rotante intorno alla retta AG, e in cui il raggio vettore A a 
fa colla retta A G un angolo di 30’. Efleodo quell’ angolo a A G di 30 3 , e il 

raggio = 1 fi ha perciò Sen. p z= ~ : L’ equazione poi della detta curva è A x 


= ga 4. yy ' ° nde neIla f0rm0la $* C ? Sea t Y d + * 3 fotti- 

I * i ^ 

tuendo 1 in luogo di r; - in vece di Sea p ; e - 7 io luogo di 7 T* 

a‘+y l 

efla fi trasformerà in C — =- dy J/V-t-j *'y x +y>. Per aver quello in- 
tegrale fi faccia «* -*- j* = ■»*<, e con ciò quella forinola fi cambierà in 

S cada j — - 

• — — — I / —a -t-u u 4- u , che moltiplicata, e divifa per 

a 1 4- a a -f-«* , fi fpezza nelle feguenti 

S — gì eia -t -la* Ju ^ _ -baca da 

• 4«|/ —a 1 4-uu4-u l J‘ 4 ]/-a‘4-au 4-u 1+ J- 4 )/ — g 1 + u a 4- 0^ 

delle quali fi prendono gli integrali giuda le cofe dette al nreced Art Vili 

4S z. Se l’aire di rotazione farà M N (Fig. 40.) che non palfa pel foco, con 

chiamare AM=«, in tal cafo farà P£ = + m> e in confeguenw u 

formoli generale fi troverà elTere ^ cy Scn ' m r * -jy* 0 fia 

C r>Sen.p4-mr» y/~^ ì ~ 

O- r l | p h «y .La quantità m poi dovralfi pren- 

dere negativa (e l’affe rii rotazione cadrà al di là del centro; come in OR. 

4,3. Palliamo addio a dare i! modo di trovare la folidità di qua folidi , 
che generami dalla rotazione di un piano intorno a un fuo lato. A quello fine 
cerchiamo I efprefiione analitica d’uco degli clementi, da' quali ritolta il folico. 

Ora 
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3 °J 


Ora egli è evidente, che qualora il folido viene generato dalla rotazione di una 
curva intorno al fuo affé, dafcun elemento del folido, che fi genera , è un cono 
retto troncato, la di cui folidità rifulta dal prodotto della di lui altezza — 1 *• 
nella fuperficie del cerchio defcritto dall’ eftremit* dell’ ordinata cornlpondcnte : 
Così il cono troncato bame ( Fi?. 37. ) é l’elemento del folido bBc generato dal 
rotare il piano AbBA intorno all’ affé B A. L’ efprelfione poi di quello elemento 


è 's, poiché effendo l’ordinata qa—y, la periferia del circolo da lei 


s- 


ir 


f ¥ 

delcritto coll’ eflremità a viene efibita da — , e pel ( nuni. 390. della Geora. piana 


e y 

Tomo III. ) la fuperficie di quello circolo fi trova effere : Onde l’efprelfion 

cy l Ax 

generale del detta elemento è — — — , e in conferenza la formola , che fom- 


mìniftra la folidità cercata ì 


S ey'Ax 
2 r 


Se pertanto vi fi fòfticuirà il valore 


di y 1 prefo dall’equazione della curva , pofcia attualmente fi prenda l’ integrale in- 
dicato , egli darà il valore della folidità cercata . Se la rotazion della curva fi fa- 
rà intorno all’ affé BF, allora poiché F*' = jr, e BF — x , la formola generale 

farà C. c * . Ho detto- di follituire nella formola C J y . ;| va i ore di 

\J ir ai» 

y prefo dall’equazione della curva, ma per altro fi può ancora follituire il valo- 
re di Ax prcf> d; 11 ’ equazione differenziata , e però è in arbitrio lòllituire o l’ uno, 
o l’altro valore, fecondo che toma piè comodo. Lo fleffo fi dica della formola 

S C ii V 

. ^ — , in cui fi può follituire o il valore di x* prefo dall’ equazione alla 

zr 

curva , o il valore di Ay prefo dalla fleffa equazione differenziata . 

454. Debbafi ritrovare il valore del folido generato dalla rotazione di eia- 

m * 

feuna delle infinite parabole intorno al fuo affé, delle quali l’equazione è a x 

m * 4 * 9 


T * «y 

y . Da quella equazione fi prenda il valore di x, che I x = 


m J 

n 


che 
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che differenziando ne viene dx — 



m -f» n 

* 



m 

a 



i" + 


■ : Ora fi fortini ifca quello valore di dx nella forraola generale 


S et 1 dx 

— , c con ciò cflfa fi cambierà in 

* ir 

m 

r -r * 


$• 


4^X 


' 3 


* 3 


=s 




* y 


m -f-i« 
n 


* y 


ira 
w*f ?» 


ira 


m + a 


X e 3 


Ma effendofi trovato x = — , che sotti- 


* + j 


"X 


ira 


+ a 


r» + t» 


plicata per y* è xy r 


_ 3 


_ 3 


perciò lòlUteendo que- 


m 4- n X c * 3 * 

fio valore, il ritrovato integrale diventa ■ ■ ■' - cercato valore del fo- 

X ìr 

lido generato dalla rotazione di ciafcuna delle infinite parabole intorno al fuoaffe. 
Determinando il valore di x, e di y, cioè facendo xzza, j — r, il ritrovato va- 


lore diventa ” ^ . Secondo che poi_ fi determineranno i valori di 

m ■+* J" X 1 
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m , a, fi otterrà il valore del folido generato dalla rotazione di qual più piaccia 
delle parabole: Per efempio fe fi fara w = i, u = t, lo che compete alla para- 
bola apolloniana , il valore del folido da lei generato fi troverà effere - r Y * • 

z A r ■ 

Onde effondo BE=* ( Fig. $7. ), EC= r, il valore del folido ABC A è egua- 
le al prodotto della baie A GC H A nella metà dell’altezza BE. 6 

45 J. Se fi farà *= I l’ equazion generale diventerà a” x = + ' c fi e 

compete a tutte le prime parabole di qualfivoglia genere , c la formula generale 

efibente i folidi palferà ad effere gL;t 1 X c x y' f | a quaIc di yalorc dd 

* ■+■ i Xi' 

folido formato dalla rotazione di ciafcuna prima parabola di qualfivoglia genere in- 
torno al fuo affé. 6 6 

456. Cerchiamo in fecondo luogo il valore del folido , che nafce dalla rota- 
zione della curva A Q_M H (Fig. 2>. ) incorno all’affe B P. Poiché l’equazione 


di quella curva è y =z 


a’ . . . . |/«* — a* y 

77 T^c t da cu. fi ricava * = - , fi diffe- 


renzi quella equazione, e ne verrà d x~ — a a dj_ 


Va’ — aay 

d y V a> “ “ y laiydy — 2 a’dy -f- 2 ggfd y 

a a d y ^ c i 1 J r, 

Se pertanto nella formola generale Q. — 

*y V«y—yy & 0 * r 


fi foftituirà 


quello valore di d x , fi avrà C. -lllV- — - — 

O a r /\iyVay — 

— a a d f 


— a a d j 

yy 


V * y — yy 


s-?x- 

rotante intorno all’affe B 1» N è c 2 


Ma il valore del folido generato dal fettore A B F 


— a a d y 


c f y 

vV r , 


IV- 


— aa d y 


^4 V* y —y y 


duplo di C ~^ 


8 V « y — yy 

a a d y 


8 V * y — y y 


; dunque effondo 
, anche il folido 


OH MPN infinito verfo O è doppio del folido nato dalla rivoluzione del fettore 
A r “ '«torno all’ affé B N ; confeguentemente il folido nato dalla rotazione delia 
l0n - n ‘ Q-q curva 
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curva A QM H intorno allo Hello affé B N t doppio del folido nato dalla rotazio* 
ne del quadrante ABG intorno al detto affé BN. 

457. Ho detto, che il folido generato dalla rotazione del fettore A F B intor- 

S e *\ / — * * d f 

. 2 -x — zzz ==. . Di fatto effen- 

r A8 y/ a j — 3 3 

do TF'-aI 1 + ¥ 7 *= 4* •+• ( ^. a lr:S — * 1 , e però AP ss 

\ Vj y 3 


, dalla fimilitudinc de’ triangoli A P B , P / T fi avrà 
V 3 

AP( = ‘-~): AB( = 4) :: P , f=z— PT 

\ vj/ ' 1 3 v — y j' 


a} s/f. d j 


«V'4 X ìJV-'J-JJ ajry'44 


— a* d 7 v 

~ ) : Parimente la Cmilitu- 

— * J J 


(= 

dine de’ lettori APT, AF / fornminiftra AP : PT 

(= \ : : AF (ss*) : F f f~ ~ * -J.~: = 

' 2 j V * * — a 3' ^ * V 3 V « — 3 

— 4 d j » 

’ — ] : E ficcome il fettore A F f è eguale al prodotto dell’ archet- 

2 V « 3 — 33 / 

to F / moltiplicato nella metà del raggio , egli perciò trovali effere ss 


— 4 1 d y 


/ 




: , quale fe fi moltiplicherà per — , fi avrà 

2r 


ty , / — a* d y 

' A 8 y « j _ j j 


e in confeguenza y V 


- 4 1 dj> 


' A 8 v 4 j — 


valore del 


3 3 


folido generato dalla rotazione de! fettore AFB intorno all’ a (Te BN. 

458. Dovendoli trovare il valore del folido generato dalla rotazione di un* 
area comprefa fra due curve, come farebbe il lolido generato dalla rotazione 
dell’area EAD ( Fig. 41. ) terminata dalle due curve AE, AD aventi le fteffe ab- 
fciffe, della quale 1 ’ affé di rotazione è AC, fi prenda la formola del folido nato , 
dalla rotazione della curva A E , e la forinola del folido generato dalla rotazione 
della curva A D , pofeia fi fottragga quella formola dalla precedente , e ciò che 
ne verrà , farà la formola efibente il valore del folido nato dalla rotazione dell’ 
area EAD intorno aJd' affi: AG. Se pertanto fi prenderà una qualunque abfcilfa 
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?°7 

' y* * « 


AF=x, e le corrilpondenti ordinate FG~ji , F H —y , farà — * 1 * 


formo!» del folido generato dalla rotazione della curva AD; e c * |* 

formola del folido nato dalla rotatone della curva A E: Dunque fottraendo la 

* 

, C J d x c cf dx 

prima formola da quella feconda, ne verrà V. - - - - - — — 1 


vale a dire 


r, S J J * - v 


d x , che è la forinola cercata efibente il 


folido nato dalla rotazione dell’ area E A D . Siano per efempio A F , AD due pa- 
rabole , la prima A E deferitta col parametro =5, di cui perciò l’equazione è 
5 x =1 y 1 , e la feconda AD deferitta col parametro = 3, della quale i'equazio- 

i * 

ne £ 3 x — y . Mediante la folti anione di quelli valori di y* , y la forinola 
generale diventa — % x d x — 3 x d x = — x 1 x* = 


€ X* 

, che è il valore del folido generato 

ir 


dall’ area E A D rotante intorno all* af- 


fé AC. 

459. Fin’ ora abbiamo prefo TafTe della curva per alle di rotazione, quando 
peraltro quell’ affé di rotazione può effe re qualunque retta parallela all’ alfe della 
curva. Quella retta poi può avere tre differenti polizioni rifpetto alla curva, cioè 
o può cadere a delira della curva, come la retta BC (F.g. 39 ); o a (iniltra del- 
la curva, come la retta FG ; o pure può incontrare la curva, come la retta HK. 
Se l’affe di rotazione cadrà a delira della curva, come la retta BC, e la di lei 
diltanza AB dal»’ affo della curva fi dica =zm, in tal cafo tutta la mutazione, che 

dovrà farli nella formola generale — $. y‘dx , farà di foftituire y -f- m in luo- 


go di j, con che la formola generale riguardante 1 ’ affo di rotazione BC farà 
~ S- y ■+* «‘'dx. E la formola del folido generato dalla rotazione dell’area 
EAD intorno all’ affé KM farà (Fig 41.) 



f -t-m ' dx — y 4- m ’ dx — 


05 * 


e 
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t Xj' — J • J * •+* J' * 

cS^ 


X • Ori eflendo 


m . la forinola del folido nato dalla rotazione del piano BAPM 


intorno all’ alfe BG ( Fig. 39 ) ; e ~ S la forinola del cilindro generato dal- 
la rotazione del piano MBAT, fe fi fottrerà quella feconda formoli dalla prece- 


dente, fi avrà ~ y ■+• m .dx — m 1 dx — — ^ ur.yix ■+■ y l dx , che è 


la formola del folido nato dalla rotazione del piano TAP intorno alla retta BC 
>. Se l’ alfe di rotazione cadrà a finiftra della curva, come in FG [Fi 
la diftanza di quella retta dall’ affé della curva fi chiami = m, quella < 
ifpctto alla curva farà negativa , confeguentemente nella formola generale 


460. Se l’ alfe di rotazione cadrà a finiftra della curva, come in FG [Fig. 

ella di- 
en 

~ S- fJ* « dovrà foftituire y — 1* in luogo di / , con che ella diverrà 


t 

V 


“ j — m . dx, che è la formola del folido nato dalla rotazione del pia- 
no FAPQ^ intorno alla retta FG: E perchè la formola del cilindro generato dalla 
rotazione del piano FATQ_ intorno alla retta FG è ~ S- *Vx, fe da quella for- 
inola fi fottrerrà la precedente formola ~ ^ J — «* • <f*i fi avrà 


— m . tix — imydx — y l dx , che è la formola 

del folido nato dalla rotazione del piano TAP intorno alla retta FG. 

461. Se poi fi vorrà la formola del folido nato dalla rotazione dell’ area 
EAD (Fig. 4». ) intorno all’ alfe BN, effa fari 

~ Cy y — » • dx — (jr* — tn . dx = 


€ 
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i 5- lm x y — j • + f *” y 1 x j * • 

4$2. Incontri la curva per ultimo PalTe di rotazione, che fia per efempio 
HK ( Fig. sa ). Quell’ a Sé di rotazione o può effire lo fteflb affé della curva, o 
può effire una retta a lui parallela. Se farà l’ affé della curva, la forinola efiben- 
te il folido nato dalla rotazione della curva intorno a queft afte farà 

~ 5. jVx, la qual forinola fotnminiftra la fomma dei due folidi nati dalla rota- 
zione de* due piani NAH, KNE intorno all’ affi HK, poiché tanto il quadrato di 
y poli ti va = KE, che di y negativa — HA i pofitivo. Che fe l’affi di rotazio- 
ne non fara l’affe delle ablcifli, ma la retta HK parallela all' alle AD della cur- 
va, e li voglia la forinola dei folido generato dalla rotazione delia curva intorno 
a quella retta HK, in tal cafo chiamando la diftanza AH — m , poichi quella 

quantità m è negativa, fe fi foflituirà / —~m in luogo di y l nella forinola ge- 
nerale - S- V 1 à. x, fi avrà ~ S- 3 — • d - x > chc è ,a formo,a g encra - 

le efibente la fomma de’ due folidi generati dalla rotazione de’ due piani ENK 
ANH intorno all’afli HK. E poiché £ S- m ' 1 * 4 U formola del fo,ido > 0 fa 
cilindro generato dalla rotazione del piano AZKH intomo all’afli HK,- li fi lot- 
trerrà quella formola dall’antecedente, fi avrà ~ S — imydx -ir y l dx, che è 

la formola, la quale dà la differenza de’ due folidi nati della rotazione de piani 
ENK , KNAZ, lo che dal modo fteffo della rotazione in quello calo è evi- 
dente. . , , 

cfii. Parimente fe Palli di rotazione incontrerà 1 area terminata da due cur- 
ve rotanti intorno a quell’ affi, quale t la retta PQ [Fig. 41.], mentre alfe del- 
le curve i AC: ficcome AP = m è negativa , per avere la formola del folido 
dalla rotazion generato, bifognerà follituire — m in luogo et m ne. la ter mola 


2W X y _ J.*+ y 1 — y X^ x del num - 4J 9-> con che fi avià 


I im X y — y • * x +• 3 * — y 1 X^ x > che 4 k formola cerca- 

ta, la quale fomminiflra la differenza de’ due folidi nati dalla rotazione dei due pia- 
ni 
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ni DSRE, SRA intorno alla retta PQ_: Poiché ~ $. — im )(/ - j . / r tC- 


bifce il folido nato dalla rotazione del piano ARG, e ~ y' — j' X ix dì 

il folido generato dalla rotazione del piano ERGO. 

464. Può edere, che delle due curve una cada da una parte, e l’altra dall’ 
altra parte dell alle di rotazione, come nelle due (Fig. 42., 4^.) nelle quali Pai- 
^ di rotazione AB è Io ftclTo alle delle curve, in tal calo prendendo l’ordinata 
BE } o Bl) m y poli ti va, farà Bordinata BF, o BC :zz y negativa! Onde per 
avere la formola del folido nato dalla rotazione di quelle curve intorno all’ alfe 
AB, bifognerà foftituire — y in luogo di y nella formoia dei num* 461 , che è 

y l * X J — J-J* + y l — y' X^ x , 1° i* riduce a 


£ 2m X y ' + y • Jx + y — y * \dx , che è la formola cercata, ta 

quale ferve allora quando le ordinate y, y' fono ineguali, come nella figura 45. ; 
ma fe farà y y', come nella fig. 42., in tal cafo la forinola generale fi ridur- 

rà 1 ~ S W*x = — — S- y<>x. 

4^5. Nelle precedenti formole ho fuppofto, che l’angolo fatto dalle coordi- 
nate iia retto, ma fe non lo farà , come nella Fig. 39, , fi chiami nz p l’ angolo 
AZp da loro formato, ed AL = m: Giuda il num. 449. farà MP =s 

— " ~X m ■+" y • 1 ° °hre farà TZ — JL , e però AT =r * — • 

r T 


— — - — —i *1 <S cui differenziale è dx — ‘fy_£o£j> on[ j c p j a rotal ; one <j e |i a 

r r 

curva AP fi farà intorno alla retta BM, fi otterrà la formola generale efibente il 
folido nato dalla rotazione del piano APT intorno alla retta BM con foftituire nel- 
la formola generale £ 2 mydx + jrVx del num. 459. Sea p X y in luo- 


go di y, Sen. p X — in luogo di m, e dx — C ^ ^ in luogo di dx, con che 
r r 

effa fi trasformerà in 


t 
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é$ 


imy 


Sen. p 


X 


dx 


dy Cof p 


Sen. p 


j i X' x ~ 


d.y Cof. p 

r 


dy Coi. p 


» che è la formola cer- 


cara, la quale con fare m — o fi riduce a 

~X - - » che 4 la formola dello Beffo folido 

allorché la rotazione fi fa intorno all’ affé AD. 

466. Che fe fi vorrà la formola dal folido nato dalla rotazione del piano 
ZAP intorno alla retta BM , in tal cafo alla formola 


e\/ Sen. p — t\/j . CoC p 

zm 3 ■*" 3 /\f* — antecedentemente trovata 

bi fognerà aggiungere la formola del folido nato dalla .rotazione del triangolo TPZ 
intorno alla ftefla retta BM, la quale forinola è 

“X — r i " S X Z " J ' > con che J * cercata formola eli- 


beote U folido nato dalla rotazione de! piano ZAP intorno alla retto BM trovali 


Cu£ p 


■r™ S "J'+r’X*-*- 
cX-^ S- w- 

467. Ho detto che la formala del folido nato dalla rotazione del triangolo 

TPZ intorno alla retta BM è — j — ^ \ m y 

Di fatto il folido nato dalla rotazione del triangolo TPZ intorno alla retta BM è 
eguale al folido nato dalla rotazione del triangolo MPC intorno alta ftefià retta 
meno il folido nato dalla rotazione del piano MTZC intorno alla medefima retta 
MB: Ma la forinola del primo folido è 
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t ^ Srn. p ^ j m 1 ij , c la formoli del fecondo folido & 

e \/ Sen. p „» C . dy : Dunque li formoli del folido nato dalla 

*?A ? * 

rotazione del triangolo TZP intorno alla retta BM è 

9&Z S 


C V/ ^ n * 

2rÀ * l 

iMrr*- S- 

468. Qualora fi voglia la formoli del folido nato dalla rotazione del piano 
ZAP intorno' all’ alfe AL) della curva, baderà fare m =z o nella forinola ( ‘ , 

- ■ 

e\/ Sere p 

con che la formola cercata farà ^ S- tf** ■ 

469. Nello dcflò modo fi determineranno le formole de’ folìdi , che fi gene- 
rano dalla de (fa curva AP avente le coordinate non ortogonali tanto nel cafo del- 
la rotazione intorno alla retta HK , che incontra la curva , quanto nel cafo della 
rotazione intorno alla retta FG, che cade a finiftra della curva. 

470. Reda per ultimo da trovar le formole de’ folidi, che fi generano dalla 
rotazione delle curve riferite al foco. Qui pure hanno luogo tre cali: O Parte di 
rotazione parta pel foco, o cade tra la curva, e il foco, ovvero trovali al di 
quà, o al di là, della curvi e del foco. Li percorreremo brevemente tutti tre : 
E primieramente I’ arte di rotazione fia la retta BA ( Fig. 44 ), la quale parta pel 
foco A. Per trovare la formola efibenre il valore del folido nato dalla re fazione 
dello fpazio AMB intorno ala retta B A è d’uopo trovar la formola del di lui ele- 
mento. Quello elemento poi con condurre la retta A m infinitamente profilala alla 
A M, cesi che l’angolo MAb fia infinitelimo , rifalta dalla rotazione dell’area in- 
fmitefima M Avi intorno alla retta BA. Che però iè fi troverà l’ efprefiione anali- 
tica di quedo elemento, l’integrale di tale efprefiione fomminiftrerà il valore dei 
folido cercato. Ora per giungere all’ efprefiione analitica del detto elemento, fup- 
pnniamo che la rotazione dell’area infinitefima MA»» fi feccia pel minimo arco 
Me, con che verrafii a formare la piramide infinitefima AeMwcA, della quale la 
baie è Menu, e l’altezza è AM — 7: Ma (pel num. 552. della Geom. Tomo 
III.) la folidità della piramide rifulta dal prodotto della baie in un terzo dell'al- 
tezza; dunque poiché l’elemento del foiiao cercato rifilila dalla fomma delle infi- 
nite 



Digitized by Google 


CAPO L ARTICOLO IX. 3,} 

nite piramidi infinitefime AeMutcA, e la fomtna di tutte le loro bali rifulta dal nro- 
dotto dell’altezza Ma =r dx nella periferia del circolo delcritto dal raggio di n- 
tazione ; dunque fe quello prodotto fi moltiplicherà in un terzo del raggio vett re 
AM, quello nuovo prodotto fomminillrerà la formola dell’elemento del fjfido ceri 
caco, il raggio pertanto di rotazione è la retta Fe, che dall’ ellremità del rag. io 
vettore Ac fi conduce perpendicolare all’ alfe di rotazione BA. Per avere il valo- 
re di quello raggio Fe G chiami =r p l’angolo BAe fatto dall’aflc di rotazione col 

raggio vettore, onde G avrà Fe = A . feH' . ^ ., , e la circonferenza defcritta con 

r 

quello raggio farà che moltiplico per Mn = dx, e con ciò ritrovo 


cy Sen. p . dx 


che è 1’ efpreflione della fortuna delle infinite bafi infinitefime 


Merio. Quindi fe per ultimo fi moltiplicherà quella efpreflione per 


1 

— j, li otter- 


** — c ^ e ^ * a formola dell’elemento del folido cercato, conlèguente- 

mente la formola del folido nato dalla rotazione dell* area AMB intorno alla ret- 
ta BA è 2 — Sen. p dx . p ef e ]j m ; nare fa quella formola l’ elemento dx 


P °f e ™ > f^ e eflèndofi fatto =: p l’arco Or dell’angolo BAM, è a D — d. p, e 
la fimihtudine de’ due fettori A«D, AMn fomminillra A* (:=r) : a D (=zd.py 

• . AM (— ji) : M« (=: dx), da cui fi ricava dx — ^ ^ — , il qual valore 

r 

fofiituito nella formola generale trovata la riduce a 


p $ • 

471. Cada in fecondo luogo a delira della curva, e del foco l’afle di rota- 
zione, e fia per efenipio CD (Fig. 45.), la di cui diflanza dalla retta AE , che 
pel foco fe gli conduce parallela, fia KL = m. Si conceda alla curva EH un gra- 
do infinitefimo di rotazione intorno all’ affé CD, cosi che del folido infinitefimo 
AEFai, che ne vien generato, l’elemento fia FG Aite, e in confeguenea 1 ’ ele- 
mento del folido cercato fia quello elemento dì fecond’ ordine FGAfue rotante 
intorno alle periferie dei due circoli deferirti coi raggi K a, DA. Ora 1’ elemtnto , 
o fia prifma SGAbae fi divide in due piramidi una triangolare, e 1 ’ altra quadran- 

Tqiho VI. R. r go- 
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f olare con far paffare un piano pei tre punti b, G, F; onde la triangolare è 
GéA , della quale la bafe è AFG, e l’altezza è Ab, che dopo l’intera rivoluzio- 
ne è la periferia del circolo deferitto col raggio AD, della quale periferia il valore è 

confeguentemente il folido formato da quella piramide dopo l’intera rivoluzione 

i ™ (A) pel num. 552. della Geom. Tomo III. (poiché il valor della ba- 

fe AFG è la metà del prodotto di AF = J in F n = dx , cioè è 
% -JL ) ; La piramide quadrangolare è bGFacb, della quale la bafe è FacG, e l’al- 
tezza è b* = AF = y. Fatta poi che fiali l’intera rivoluzione la bafe deferirta 
da quella piramide rotante rifulta dal prodotto della di lei altezza F» = dx nel- 
la periferia del circolo deferitto col raggio Ha, il di cui valore i 

m 3 . f - 1 — ; e però tale periferia efléndo efprelfa da C HL ^ ^ n ~ f } VJ . 


lore della detta bafe dopo l’intera rivoluzione è dx^ c * -+- - S ^ n ' / , e il fo- 

lido formato della piramide infinitefima bGFaib dopo l’intera rivoluzione trovali 
elfere 2 H.\/ C ~ -+- S n ' ^ (B). Dunque l'elemento del folido cercato, il 

! A' '* 

quale elemento rifulta dalla rotazione del prifma FGA bae intorno alla retta CD 

ydx cm 

«(Tendo la fomma dei due trovati valori (A), (B) , è — X — + 

2 y 


ydx\/cm cy Sen. p ydx \ /cm icj Sen. » . 

i~X^ + + * Qymdi finaimcnte la 

formola generale del folido nato dalla rotazione del piano AFE intorno alla retta 


CD è ~ C- . l Wl V- v _ _j_ - 2 — .dx, che con follituire in luogo di 
y O Z r r 

dx diventa - C. , *** . +£*£LLl±1. 
y O ar r l 

472, Se T alfe di rotazione cadrà al di là della curva , per efempio in PQ, 
cosi che la curva cada tra quell’ alle , e la di lui parallela AE, che palla pel fo- 
co, 
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co, in tal cafo diverrà negativa la m : Onde la foratola generale troverafli e fiere 


b S- 


3*7 "P 


y Sen. f. 4 f 


3 r ir r 

lore del lolido cercato, devonfi mutare i fegni cosi 


, alla quale, poiché dà negativo il va- 


— C- l’.il affinchè rifiliti pofìtivo il detto valore del fo- 

V O ir r l 


3 

lido 


473. La (leda formola - ££ÌL + £ f cr 
3 r A ir r* 


L-rve nel ca- 

fo , che l’ alfe di rotazione incontri la curva, come farebbe RQ_(Fig. 40.) . E 
ficcome l^L Sfn . p dà il folido generato dalla rotazione del quadrilatero 

3*? V -P 


V 

' .7X 


ir 


fomminifira il folido nato dalla rotazione del triango. 


lo Anp ; perciò la formola —V — ^ ■+■ •? , ^~ n ^',‘ ÌZ efibifee la diffe- 

3 >v\ ìr r 

renza de’ detti due folidi elementari . 

474 Ai num. CCLIV. ec. della Geom. Tomo IIT. ho efpofio il metodo del 
P. Guldini, mediante il quale fi determina con fornirà facilità, e fpeditezza il va- 
lore della fiiperficie nata dalla rotazione di una linea , e il valore del folido gene- 
rato dalla rotazione di un piano. L’ ufo di quello metodo può fovente giovare 
moltiflimo , e liberarci dalla molefiia d'intrigatiflìmi calcoli: II metodo irfegna, che 
per avere la fupertìcie generata dalla rotazione di una linea, come DEF (Fg4Ò), 
bifogna abbaffarc dal di lei centro E di gravità ( darò in apprefl'o il modo ci de- 
terminar quello centro) normale all’ alfe AC di rotazione la retta fcB, indi deve- 
fi moltiplicare il valore della linea DEF nella periferia del circolo deferitto col rag- 
gio BE , c il prodotto , che ne verrà farà il valore della cercata fupertìcie: Pari- 
mente per avere il valore del folido nato dalla rotazione del piano CAR intorno 
alla retta AB ( Fig. 4-1.), bifogna dal centro D di gravità di quello piano abbafc 
fare perpendicolarmente all’ atìè di rotazione AB la retta DE, indi fi deve molti- 
plicare la faperficie del piano CAR nella periferia del circolo delcrilto col raggio 
DE , e quello prodotto darà il valore del folido cercato . 

4-15. Applichiamo il metodo all’ elèmpfo, e vediamo come per di lui mezzo 
fi farebbero più fpeditainente ottenute le forinole generali antecedentemente trova- 
te . Per non diffonderci foverch amente trattiamo (blamente i due cali dei num. 
470., 471.. Data la curva BE (Fig. 44) riferita al foco A, debbali trovare il va- 
lore del folido nato dalla rotazione della fupeificie e Ac intorno all' alle AB. Poi- 
ché quella fupertìcie è un triangolo, il di cui centro di gravità è a due terzi deli’ 

Rr 1 al- 
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alte zza, cioè nei punto q, onde è Aj= ~y\ e però abbaifandofi da quello pun- 


to q all’ affé di rotazione la perpendicolare q P , è Yq = 


_ 1 


~ y Seri, f 


■ i e la cir- 


conferenza deferitta con quello raggio 


r *3 Sen -F 

è — : Ma il 


valore della fijperfi- 


de cAe è 


ydx 


dunque moltiplicando quella fuperficie nella periferia pur ota 


trova» , fi ha 


cy x Sen. f. dx 




che è la ftelfa formola trova» al num. 


47 °- 


476. Debbafi in fecondo luogo trovare la formola del folido nato dalla rota- 
zione Cella fuperficie FaG (Fig. 4J. ) intorno all’ alle CD. La fuperficie FAG e£ 
fendo un triangolo, il di lei centro di gravità farà a due terzi dell’altezza, e pe- 


rò A m — 



e abbaiandoli dal centro m all' affé di rotazione la normale « T , 


i y Sen. p 
? 

lari » -+- il valore di quella m T, e la periferia da lei delcrit» fa- 


\ c 3 Sen -f 

là — -j — 1 : Quindi fe fi moltiplicherà quella periferia in - — vaio- 

r r 2 


re della fuperficie FAG, ne verrà 4- — ^ , che è la medefima 

2 r 1 r 1 

formola trova» ai num. 47t. Balleranno quelli due efempj, giacché il metodo 
per fe lìdio è chiarimmo. 

417. Per poterfi prevalere del precedente metodo è di melliere faper deter- 
minare il centro di gravità, del che ora fon per parlare. Egli è noto, che in 
qualfivoglia linea, fuperficie, e folido dalli un punto, che chiamali centro di gra- 
vi», o di grandezza, intorno al quale tutte le parti trovanfi in equilibrio, in- 
quanto che i momenti delie oppoile parti elfendo eguali vengonfi in quello punto 
a elidere. E’ noto in oltre, che il mezzo di una linea retta viene occupato dal 
di lei centro di gravi»; In fecondo luogo, che fe tutti gli elementi di una fuper- 
ficie lì divideranno per me» con una linea , il di lei centro di gravi» lì trove» 


1 
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in quella linea: In terzo luogo, che fe tutti gli elementi di un folido fi divideran- 
no per metà con un piano, il di lui centro di gravità li troverà fu quello pia- 
no . Dai che ne fcgue , che fe fecondo una direzione fi divideranno per 
metà tutti gli elementi di una fuperficie, indi con un’ altra linea fi divida- 
no per metà tutti i di lei elementi prefi fecondo un’ altra direzione, il centro di 

f ravità di quefla fuperficie cadrà nella comune inrerfezione delle dette due linee : 
’arimente le con un piano fi divideranno per metà tutti gli elementi di un folido 
prefi fecondo una direzione, e con un’ altro piano tutti parimente i di lui eie 
menti prefi fecondo un’ altra direzione, il centro di gravità di quello folido cadrà* 
nella comune interfezione de’ detti due piani . 

478. Egli è un principio di Meccanica , che per trovare il centro di gravità 
di due corpi , bifogna dividere la linea, la quale unifee i loro centri di gravità, in 
ragion reciproca dei pefi di quelli due corpi. Ora quello principio ci lomminillra 
il modo di trovar la forinola efibente il centro di gravità : Ecco come. La figura, 
della quale vuoili determinare il centro di gravità fi intenda aumentata di un fuo 
elemento, di cui il centro fuo di gravità ne occuperà il mezzo , c da quello cen- 
tro fi concepifca condotta una retta al centro di gravità cercato della ngura pro- 
polla : Lo che fatto fi divida in feguito quella linea in ragion del pefo dell’ ele- 
mento aumentato al pefo della figura data, o fia in ragione del detto elemento 
alla figura UefTa : Onde fe quello rapporto fi efprimerà con termini analitici , fe 
ne dedurrà quindi un’equazione, colla quale fi determinerà il cercato centro di 
gravità . 

479. Con un efempio generale dichiarerò il metodo, e cercherò la formola 
generale inferviente a determinare il centro di gravità. Sia l’area DaE (Fig. 48 ) 
divifa per metà dall’aflè aB, nel quale (pel num. 477.) trovali il di lei cenno 
di gravità, che fuppongafi elfere il punto H. Quell’area s’intenda aumentata dell’ 
elemento DEFG, del quale il centro di gravità troveraflì fra B, C, o fia nel 
punto B a motivo che la differenza BC è infinitefima . 11 centro poi deli’ area au- 
mentata del fuo elemento , cioè di GAF fia il punto K. Ciò pollo fi avrà [ pel 
num. 478. ] la feguente proporzione HK: KB , o fia HB : : DEFG : DAE . Ora 
per efprimere in termini analitici quella proporzione fi chiami AB-—*, BE— ji } 
AH=ca ; confeguentemente HB =* — 2 , BC=dx, HK=dz, D£,FG = iydx. 
DAEz= 2 $.ydx Dunque la precedente proporzione mediante la foftituzione di 
quelli valori ai venta i%. * — »: : xydx : ajj.jwc. da cui fi ricava dz^.ydx+zydx 
— xydx (Pi). Ma differenziando la quantità 2^. ydx fi trova D. z, ydx — dz $.ydx 
+ zydx, da cui con ordinarla, fi ottiene dz^.ydx =. D 2^. ydx — zy!x\ Quin- 
di le nell’equazione [A] fi foli ituìrà quello valore di dz ydx , fi avrà D z$ ydx 
— xydx , della quale f' integrale è z$.ydx =:§. xydx: Onde finalmente fi ricava 


z = 


5. xydx 
T — 1 > 

b- y* 


che è la formola generale del centro di gravità per quelle aree , 


che dall’ arte della curva vengono divife per metà . Se pertanto dall’ equazione al- 
la curva fi prenderà il valore di j, quale fi foilituifca in quella formola generale, 
elfa li troverà data fellamente per * , e in confeguenza fi potrà integrare , e que- 
llo integrale fomminiilrerà fu 1’ affé della curva la (fidanza del centro di gravità 
dal di lei vertice . 

480. Debbafi per efempio trovare il centro di gravità deir aree delle parabo- 
le di quaìlivoglia genere. Se ne prenda l’equazione, che è x' —y”*- * , da 

cui 
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cui fi ricavi il valore di y , che trovali edere y rr a ”^" 1 x "^”’ . Mediante la fo* 
diluzione di quello valore di y ia formola generale del centro di gravità diventa 


m m-f i» 


Z = 


_ S. " + i 


W + )l 

X dx 


- : Onde prendendo attualmente gli integrali indicati 


S tupri m+n 
.a x di 


m 2 m + ;a 

m-hn ■ 

. m + n . x 


fi trova z — 


2 m + ]« 


— = Y * . che 4 la cercata di- 

z m a /« -+- 3 n/\ 


jw-pv ■ ■ ■■ w + a 

, m -+- « . x 

a 

n + n 


danza del centro di gravità dal vertice delle parabrle fui loro alfe , o fia dei de- 
menti parabolici, cui compete I' abfcilfa x. Facendoli r»=i, n— i, che è il calo 


della parabola apolloniana, fi troverà z = ì~ x , e tale è la dillanza del di lei 

centro di gravità del vertice . Parimente determinando relativamente alle altre pa- 
rabole i valori di m , n , fi otterranno le didanze de’ loro centri di gravità dai 
vertici . = ' 

481. Volendoli il centro di gravità non dell’area intera, ma della metà dell’ 
area terminata dall’ alle, dall’ordinata, e dalla curva, erme dell’area GAB (Fig. 49.), 
fi fupponga , che il ci lei cercato centro di gravità fia il punto M. Si aumenti 
quell’area del fuo elemenro inlinitefimo BGFC, il di cui centro di gravità 4 nel 
mezzo di GB nel punto D; e il centro di gravità dell’area accrelciuta del fuo 
elemerco, ckè dell'area F4C fia il punto N. Dal centro D al centra Mfi con- 
duca la retta DM , fu la quale fi troveià il centro N. che fi determina mediante 
quella proporzione G a B : CFGB: : MD : MN Dai punti M , N fi abbaiano all’ 
alfe AG le normali MK, NH, e all’ordinata GB la ME parallela all’ alfe . Si fac- 
cia ideilo AG— x, GB —y, AKtzcz; KMi=«; onde farà GD = — y , KG=ME 
— x — z, ED— — y —u , GF— dx t GBCF— j Jx , G A B =: S- Mn — Vs, 

itW — da- Oca valendo la proporzione MN : MD: HK : KG, fi avrà HK : KG :: 
BGFC : GaB; cioè dz : x — z : : ydx : S- fdx , da cui fi ricava dz^-yix + zydx 
=zxyix, c in confluenza operando nel modo praticato il precee. num. 47*. li 

tio- 
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V 9 


S- *y J * 


trova it~ ; — , che è il valore di AK . Ma quella non bada per detenni- 

nate il cercato centro di gravità ; bifogna in oltre trovare il valore di KM . Per 
farlo fi prevalga de’ triangoli fintili M»N, MED, che fomminiftrano quella propor- 
zione M» : ME : : «N : ED, cioè in termini analitici dz : x—z : : fa : y — a; ed 

elfendofi trovato fa', x — *: : ydx : g. jr/x, fi avrà ydx : %-jdx : : du: ~ y — « , 
donde fi ricava — y'dx—uydx + du^.yix, o fia con operare nel modo prati- 
cato al num. 479. , indi prenderne l’ integrale , — S. y*dx — u $. ydx , e però 

u — — ^ — , che è la forinola generale del centro di gravità dello fpazto 

propolìo , nclia quale dovrafli follituirc il valore di dx pefo dall' equazione alla 
curva , con che refterà efia data per y , e dy, e in confeguenza fi potrà con tutta 
facilità integrare . 

481. Debbafi per efempio determinale il centro di gravità dell’ area GAB del- 
la femiparabola apolloniana [Fig. 49. J la di cui equazione è y l =«x. Primiera- 

S‘ * y ‘ ^ 

mente mediante la forinola — — -j — fi determini il punto K full’ alfe, e fi avrà 
o* y~ x 

AK = ix , come fi è già trovato al num. 480.; pofeia fi differenzi 1’ cquazio- 

^ 2 y dy 

ne y 1 — tx , e ne venà ijdy — adx , da cui fi ottiene dx — — . Si fotti- 


mi Ica quello valore di dx nella formola 


Ììl!l 

S-j J * 


, e con ciò clfa fi trasfor- 




merà in 


«.Vi. 

2 A 4 • 


- — ~ ( con prenderne attualmente P integrale ) 


h' 


S- * 3 *3 


— ì-j. Adunque dal punto K fi alzi la perpendicolare KM ss i jr, 
8 8 


e il punto M farà il centro cercato di gravità dell’area GAB: Che però fe farà 


AG 


— », GB ss b, fi avrà AK ss — », K M ss 5- b . 


483. 
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485. Trattandoli d’ avere la forinola generale inferviente a determinare il cen- 
tro di gravità di un’arco di curva, elTa (i troverà in quello modo: (ia l’arco AF 
( Fig- 50. ), di cui vuolfi trovare il centro di gravità . Dal punto F fi abballi all’ 
alfe della curva l’ordinata FC, indi fi prenda l’elemento Ffc di quell’arco, c dal 
punto E fi abballi 1 ’ altra ordinata ED. Suppongali, che il punto H lìa il centro 
di gravità cercato dell’arco AF ; il centro poi di gravità dell’arco infinitefimo FE 
farà il punto F. Si unificano quelli centri H , F colla retta HF, la quale li divida 
in « in ragion» dell’archetto infinitefimo FE all’arco aF, e quello punto n farà 
il centro ai gravità dell’arco duco aumentato del fiuo elemento, cioè dell' arco AFE, 
Ora dal punto H fi tiri HG normale all’ordinata CF, e dai punti H, n le H8 , 
nm normali all’ alfe AC. Fatto ciò fi chiami AC — x , CF zy, l’arco AF— 1, AB— *, 
BHc=«, e però fi avrà HG—x—z, ?G=y—u, H q—dz. qn=rdu . Ma li è finto 
H»:«F, o lia HF::FE: AF; e a motivo de’ triangoli limili tìqn , HGF fi ha 
Hn : HF: : H<; : HG; quindi farà Hq (zz.dz ) : HG (=jf- *_) : ; FE (=dr): AF 
(— r), da cui fi ricava sdì — xds — zis , o fia sdz -f- zdt — xds: Siccome poi 
con differenziarli sz fi ha D. rz—tdz-bzdr, e però zds — U.iz — sdz; quindi 
l’ultima equazione mediante la foltituzione di quello valere ai zdt diventa 
D. sz=.xds, che integrata è sz = g. xdt , confeguentemente fi ottiene (A) 

% — ^ r . in oltre effendo Hn: «F o fia HF : : FE : AF, e i triangoli fienili 


H qn> HGF fomminillrando Hn : HF :: qn: GF, farà qn (=zdu)i GF (=jt— 0) r: 
FE (—<//) : AF ( = /), donde ricavali sdu=yds — uds, o fi a sdu 4- uds —yds: 
E ficcome il differenziale di su è D. su — uds -h sdu, da cui li ottiene sdu — 
j). , u ud<\ fé fi follituirà nell’ultima equazione quello valore di sdu , effa li ri- 

durrà a D. su —yds , della quale l’integrale è su — $,.yds ; onde fi ha (B) 


u 


S J<*' 

s 


. Ora quelle due formole (A) , (B) fervono a trovare i centri di 


gravità d gli archi di curva: La forinola (A) ferve a trovare fu 1 ’ alle quel pun- 
to , da cui devefi alzare una normale , della quale il valore viene efibito dalla for- 
inola (B), che colla fua ellremità determina il cercato centro di gravità. Sicco- 


me 


poi l’efpreflìone dell’elemento dell’arco è V* x -b d y 1 ==. d t, per- 


ciò la formola (A) è (E) ^ 


x]/d 


d y 


e la formola (B) è (F) 




484. Debbafi trovare il centro di gravità dell’arco di cerchio BA (Fig. 51 ), 
del qual cetchio il diametro cade fu la retta BD, e l’equazione è y I —a‘ — xr . 
Si differenzi quella equazione, e fi avrà ydy — — xdx , da cui fi prenda il valo- 


re 
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re di iy , che è , e quadrando fi ha d y * = -** d * , 


y/u* — X 1 


a 1 — x l 


diante la folli turione di quello valore di d y la formola (E) diventa 


J T 1 X 1 d X 

x \ d X H - 


a C xdx tt .i i 

= — 7 Q. — - = 7 Va— x» _» 
Va 1 — 


( con follituire CA in luogo di yV — x l ) * X CA . C(je 


però fe fi prenderà 


a X C A 


BK — J > refleri in P rì(no Iuo S° il punto K. In feguito dalla ftef- 

fà equazione differenziata fi prenda il valore di d x 2 > che è 77“ 2 r 

, ~ a ‘—y ‘ 

quale fi foftituifea in luogo di d y nella forinola (F), e con ciò elTa diverrà 
Y 'y 1 * y 1 j — * 

S * I ~~ + 2 _ _ - c - __ 

O- r - 7 J- 7 v'a'-r = 

(con foflituire BC in luogo di yV-j* Se adunque dal punto 

K fi alzerà perpendicolare al diametro la KH = — X Bc , f arì H punt0 H j, 
cercato centro di gravità del dato arco BA. Alle quantità 1 C. * Jx 

' J' y^Zp’ 

a j d y 

7 J- 7 ^7- è P refiflb a fe g no -> P trchi volendoli .1 centro di gravità 

v* y 

dell’arco BA, gli integrali iy'« 2 -*', Ly/V _y, che danno i valori di 
BK , KH , devono elfere politivi . 

a 4 r 5 ' ^ le r COf ' r et u te per determinare le formole efibenti il centro di gravità 
delle fuperfiae fi applicheranno ai fetidi , fi troverà, che con chiamare ~t , la 
formola deMoIido , il di cui elemento è dt, e con dire =x la di lui diflanza da 
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C. x d s 

on dato piano, farà , la formola generale, che fomminiftra la diftaiu» 

J* * ^ 

del centro dì gravità dal detto piano. 

articolo x. 

Del metodo inverfo delle tangenti. 

4&5t T L metodo, con cui nel Tomo V. Capo IL, e ne’ due preced. Art. VII., Vili. 

1 abbiamo trattato le cuive, chiamali metodo diretto, in quanto che per 
mezzo dell’ equazione alla curva fi è determinata la di lei tangente, fubrangente ec. , 
rettificazione, e quadratura: all’ oppolto poi quello dicefi metodo inverfo , col qua. 
le cercafi la natura cella curva, o iìa fi giunge alla di lei equazione mediante la 
data efpreflione analitica della di lei tangente, fubtangente ec. , rettificazione, e 
quadratura. Qualora pertanto vien propofto di trovare l’equazione di una curva, 
della di cui ungente . fubtangente ec., rettificazione, o quadratil a i data I’ efpref- 
fionc analitica , ovvero è dato il rapporto di una propolla efprelfione analitica a fi- 
la di lei tangente , fubtangente ec. , devefi prendere la formola generale della tan- 
gente , o fubtangente, o rettificazione ec. , che è in quellione, e colla data cfpref- 
lione analitica formarne l’equazione, che efigono le condizioni del problema; Io 
che fatto devefi palfare all’integrazione, e l’equazione, che lì avrà dall’integra- 
zione , farà 1 ’ equazione alla curva cercata . Tutto adunque riduccfi a adempiere 
le condizioni del problema; e a ridurre all’ integrazione l’equazione, che ne nafte, 
alla quale feconda parte tutta riduce!! la difficoltà , che (eco può portar quello 
metodo. Che però nulla più reità, fe non fe veder coll’efempio il modo d’ opera- 
re per fe ftelft) già evidente . 

487. Debbali trovare l’equazione della curva, la di cui fubtangente è eguale 

d * y d x 

ad — . Poiché la formola della fubtangente è (pel num. 241. Tomo 

ydx 

V. ) , fi ha giuda la condizion del problema d — — — . ( vale a dire 

M Jf X 

xdx dy 

xydx — a* — x‘ X "Jt e però ~i ~ x ~ = y , il di cui integrale è 


_ — l. a 1 


x 1 = /. y . Quindi dai logaritmi pattando ai numeri fi trova 


y ’ a 1 — x 1 -~y equazione al circolo, che è la curva cercata. 
488. Debbili trovare 1 ’ equazion della curva, la di cui ta 

7 y 4 v* 4. 7 

— ~ - . . La formola generale della ungente eflendo - 


tangente è eguale a 


i/rr 


*3 


[pel 
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J-J 


[pel num. 2 jj. Tomo V.], fi ha giuda la condizion del problema -•? '* ~ * 


T J /4 V * - 4 - d y * 


— dy , o fia j VlJ 1 + “‘=*l/<i / -4- r7‘ , ed 

elevando 1’ uno , e l’altro membro al quadrato ne verrà 4 y' d y 1 4. 

— *.* + «‘ 77 * » va,e ? dire 4 / TT* = ; che medianr- [* c - 

«razione cella radice quadrata diventa iy-y — adx, il ci cui integrale è y 1 ^ » 
equazione alla parabola apolloniana. che è la curva cercata. J 

485». Debba!! trovare l’cquazion della curva, la di cui fubnormjle dia alla 
fubtangente, come il quadrato dell' abfcifla da allo fteflò quadrato aumentato dia 1 . 

La formola generale della fubnormale effóndo 2 ~- ( pel num. 2 Sa Tomo V. ) , 

y fi X 

e la formola della fubtangente effóndo , fi ha a tenore della condizion del 


problema : : *» : x‘ 4- a’ , e però dy* X 


** -f- «* = j <' d 


* d 

da cui fi ottiene TJ 1 = , ed edraendo da ambi i membri la radice 

quadrata ne viene dy — - i il di cui integrale 4 y =z -+■ equazio. 

ne all’ ipcrbola (pel num. 328. Tomo IV.), rhe è la curva cercata. 

45.0. Cercali r equaziòn della curva , il di cui arco rettificabile ha per valore 

2 . 

("TX 3 9 * ) * 2’ x - 4 - d ji 1 la formola di ret- 

tificazione (pel num. 391 ), fi avrà j/W 4. „ ^ 1 — 


— ^ giuda la condizion del problema, e differenziando que- 


*7 

(la 


equazione, ne verrà [/d 4- ^ * 


Ss 2 


che 
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«he elevata al quadrato diventa A. / j z= —A y X jX 3 + ~ a * 

vale a dire 4 a A x 1 — 9 y A y * , che con e (Ir arre da ambi i membri la 
radice quadrata fi riduce a . Ax—T^y . Aj . Integrando pertanto fi trova ixtfa— 

l ? 

3 2 

3 y , o fia xy/a — 3 , ed elevando 1’ uno , e T altro membro al quadrato 

1 

2 

fi ha finalmente ax 1 =_j J equazione alla feconda parabola cubica , che è la curva 
cercata. . . , ... , 

401. Come fi trovi l’equazione di una curva quadrabile, la di cui area fia 
eguale a un propollo valore, già veduto l’abbiamo ai num. 317. ec. 

492. Fin’ ora fi fono cercate curve riferite ali’ affé; foggiungerò adeflo T efem* 
pio di una curva riferita al foco. Debbafi ritrovare una curva riferita al foco, la 
ci cui tangence fia eguale all’ ordinata divifa per una collante — a. A norma di 

t y y ' 4 x 1 + d y 1 , .. 

quella condizione fi ha l'equazione , vale a dire 


, ed elevando al quadrato ne viene 

—1 1 w I a * 1 t 

, o fia A y X — p — = d x 1 , da cui eftraen- 


ay 


= J /d x * -+- A j 


* y _ j-j* 


+ A y 


do la radice quadrata fi ottiene 1 — a 1 — Ax . Ma perchè Ax è 1 eie* 

mento di un’ arco deferitto con un raggio variabile , fofiituiamo in fua vece l’ele- 
mento di un’ arco deferitto con un raggio collante : A tale effetto col raggio = « 
fi deferiva un circolo, il di cui arco li chiami — z; onde fi avrà quella propor- 


zione a:y 


7 Az 

Az: dx , e però Ax — . 

a 


Sofiit«endo pertanto quello valore di 


A y jAz 

Ax nella precedente equazione , fi avrà -p- y' 1 — »* = — — , e in confe- 


i v _____ _ — 

guenza — y 1 1 — a 7 - — Az. Quindi integrando ne viene t — * K . 1 , y 

— z 4- A ( Ho aggiunto la coftante , che Tempre devefi aggiungere, e che il 
più delle volte non aggiungendo, Tempre però vi fottintendo ), che è T equazio- 
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ne alla curva cercata . Non folo poi la tangente di quella curva , ma eziandio I 

di lei arco è = , come il calcolo già fatto rende manifeflo . 

a 

493. Il più delle volte nella foluzione di quelli problemi fi incontrano equa- 
zioni , in cui entrano due variabili talmente fra loro mefcolate , e ccnfufe , che 
fcnza metodi particolari feparar non fi polTono, onde pofcia arrivare all integra- 
zione . Di ciò tratterò nel feguente ultimo Tomo . ove fcioglierò vatj di quelli 
problemi inverfi, ne’ quali hanno luogo due variabili, che a fin di giungere all' in- 
tegrazione devonfi feparare coi metodi da darfi . 

ARTICOLO XI. 

Deir integrazione delle forinole affette da pii ) fogni fommntorj , 


494 - 


I_E forinole, che ora voglionfi richiamare all’ integrazione cadono fotto a 


quella forma d x f). d x d x y d x. Il numero de’ fógni d* inte- 
grazione può etfere qualunque, benché nella forinola pr*-fa ad cfempio ve ne fiano 
loltanto quattro. Per dare il modo d’integrare qualfifu di quefle formule, convien 
dire primieramente come fi portano liberare tutte le di lei parti dai legni vinco- 
lanti , con ritrovare un’ altra forinola a lei eguale, che contenga tanti termini, 
quanti fono i figni fommatorj, che affettano la propolla, e de’ quali ognuno rico- 
nofca foltanto il proprio fegw d’integrazione. P:r far ciò comincierò a trattare 
quelle forinole, che trovanti affette da due foli fegni. pofcia quelle, che fono af- 
fette da tre , e cosi in fcguito , onde poi ne dedurrò la forinola generale per qua- 
lunque numero di fegni , che ammetta la forinola. Se pertanto la forinola propo- 

fta farà <J. d x §. yd x . fi giungerà facilmente al bramato feopo con offèrvare, 
che il differenziale ai x $. y d x è D. x. S- y * * ~ ti x S- 3 d x ■+■ x y d 


onde ordinando , e integrando fi ha S* dx$. ydx = x$.ydx — 
S- * J d et (i.): Ed ecco, che fi è trovato il valore della formola 


fegno 


* S- y d x cfpreflo da due termini, ognuno de’ quali è affetto dal proprio 
fbmmatorio - 


Per 


49 S- Partiamo in fecondo luogo alla formola d x 5. d x 5. y d x : 
cominciare a difporla mi prevalgo dell’ equazione ( I. ) con moltiplicarla pei 


d * > e pofcia integrarla, con che ritrovo 


S- d x S. d x $. j d x = 


S- 
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$. x d x y d x — 5 . <1 x §. x j d x (A) Or» differenziando L x* S- J x fi 
ha D. ~x'$. ydx— xdx$. ydx + x* y d x , da cui con ordina- 
re e integrare fi ricava $. x d x y d x = j- *• S ■ y d x — 


~ S x 1 y d x: E differenziando k S> * J fi lia D. * S- x y d x 

dx S- xy dx -4- x* y d x, la quale equazione ordinata, e integrata diventa 

S ^ * S- xy dx — xS- x y d x — $. x* y d x: Che però l’equazione (A.) 
mediante la loftituzicnc di quelli due ritrovati valori palla ad etfere 

— ~ x l S • y & x — 2 x *>,. x y d x 4- S- x 1 jdx 

l 


dx$.dx§. ydx — 

(IL). Colla ReHo metodo palio alla forraola 

S- ' * S - d * s.~7 Tgjj x moltiplicando la ritrovata equazione ( II. ) 
per dx , indi integrandola, con che mi viene 


5. i X S- * X S. d x S. y d X = 

5 X 1 d X S y d X _ 2S X d x <Tx y die 4- S d x S x* ydx . „ . 

2 (B). 

Ma differenziando x ^ * fi ha D. ** < ' - •? ^ * __ x 1 d x y d x 
2 * i *• 3 2 

iene S- * C j ^ x _ 


, da cui ordinando, e integrando fi ottiene 


x 5 .7 d x 
2 - J 

X»S ydx C. x ì ydx 
~T~ Ì 2 - 3 

x 1 C. xydx 


Jt’fJ.X Jl </ X 

. Panmente differenziando — j fi trova D. 

x* y d 


x y « x x* y d x 

- =zxdxSxydx-i — , che ordinata, e integrata di- 


ven- 
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venta 


$- 


d x S- xy dx — 


*' S ■ xy d x S ' x* ydx 


3*7 


. Per ultimo di£ 


xS.x'ydx xS .*y* 

fcrcnziando : fi ha D. 


d 9 onde con ordinare, e integrare fi ricava 


. 3: 

iratra v — / 


d x % x 1 y d x x } y d x 

a +-T-, 


* S- *'y dx __ x %x\ydx 


S- x' ydx 

j — : Che però fe quelli ritrovati valori fi foftituiranno nell’equazione (B), 


ella li trasformerà nella fcguente $. d x 3- d x S. d x S- y d x = 
x*S‘jdx — q x 1 S- *ydx 4- ^x^x'ydx — S- x’ydx 

2. 3 ' ' • ' 

49& Si paflèrà in quarto luogo alla forinola 

S rf * S- * * S d * S- d x. S ydx con moltiplicare la ritrovata equa- 
zione (111. ) per dx, indi integrarla, lo che fotnminiftra 


S. d x $. dx s. 


dx$. dx$ ydx z= 


S x, dx S id x — *C. x*dx \ x ydx +■ xdx $. x l ydx — d x x> y d x 

IT} 

(C) • Onde fe col metodo antecedentemente praticato fi d fferenzieranno le formole 

** S y^x . * ! ^-xydx x t ^.x t ydx x^. x , ydx 

2 . g. 4 ’ 2> J * 2 , 2 * ~ J~ ! c con ordinare , e integrare fe ne 

dedurranno i valori dei termini del fecondo membro della pur ora prefa equazio- 

ne ( C ), cioè di 3- x> d x $. y d x ; di j5* x’dx §. x y d x ec. , la foftitu- 
zione di quelli valori trasformerà la flefla equazione (CJ nella fcguente 


S. d x 3. d x 3- 


d x S> d x S- ydx 
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x*$.ydx — 4X 5 x yd x -t-6x*S. x'yitx — 4x9x*ji d x 4-^. x * ydx 

_ 2. 3 . 4 

( IV. ): Collo fteflo metodo continuando fi trova 

S- * * S- d * S- ^ x S- ^ * S- d x y a k =z 

x * 5. ydx— jx* S. xydx+-iox } C;. x'y dx— rox* x\fdx -f- $x 9. x*ydx — $. x'ydx 

_____ 

(V. ). Che però offiervando le ritrovate equazioni (I), (II), (III), (iV.), (V), 
fe ne deduce l’equazion generale, che è la Seguente ^Vl) 

5. d x S- d X S • y * X = 


m m-l m »3-2 ' " W? 

x S-ydx-mx S-xjiVx-f-J X S x'ydx- : 2 — x S x'ydx . . . ±%.x"ydx 

1*2 1. 2. 3 

1. 2. 3. 4. 5 m 

in cui la lettera ih cfprime il numero delle parti S. dx, che precedono l’ultima 
§. ydx : Nel primo termine T efponente di x è m . nel fecondo è m — 1, nel tei> 
zo è m — 2, nel quarto è m — 3 , e così in poi fi va egli diminuendo di una 
unità : I coefficienti numerici dei termini del numeratore fono gli fteffi , che quel- 
li del binomio, il di cui fecondo termine è negativo elevato alla potellà m ; e il 
denominatore rifulta dal prodotto de’ numeri naturali 1, 2, 3, 4 ec. fino ad m. 
497. Preparata in quello modo la forinola 

S d x S 1 ^ x S' d x S. ydx con averne trovata un’ altra eguale , che 
contiene tanti termini affetti ciafcuno dal prrprio fegno d’ integrazione , quanti 
fono i fegni fommatorj della propri Ila , è facile il vedere come debba fi procedere 
all’integrazione: Poiché defilino de’ termini trovati, che formano il fecondo mem- 
bro dell’ equazione (VI.) edibili e l’area di una curva, ben fi vede, che le formo, 
le affi tte da più fe?ni fommatorj riconofcono la loro integrazione dalia quadratura 
delie curve: Onde fe l’area di una curva verrà efibità dalla formoli §. y d x, c 

S -ydx ^ f, 4 fatta la divifionc coll’unità a fine di paffare dalla quantità fuper- 
1 

fiziale alla lineare ) fia l’ordinata di una feconda curva, l’area di quella feconda 


curva farà — S- ^ x $. y d x , dante che l’area di una curva viene fommini- 
flrata dall'integrale del prodotto dell’ ordinata nell' elemento dell’ abfi-iffa : Parimen- 


te 
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te ritenendo quell’area S- * x S- 3 d * della feconda curva, fe 
S d x $- y d x f ar j l’ordinau di una terza curva, l’area di quella terza cur- 

i 


va f.rà $ J * S J x S- J d * > e c? 51 !n P oi; p<?r Io Che fe le lettere 
A, B. C. O, E ec. rappiefenreranno aree ai curve, delle quali le ordinate Gano 
y xy x'j x } y x*y ec , ia pncidente equazione [Vi-] acquifterà la Arguente forma 


x A — mx 


B-f- ” -lx 


S = 
""~\c 


. m — i. « — 2 ” 5 

x , D -f- ec. , 


a- 3 


i. 2. 3. 4 m 

vale a dire fe la lettera t efprimerà l’ area di una curva qualunque nella ferie 
delle aree A , B, C ec., e la lettera m denoti il pollo, che fra quelle aree occu» 
pa l’area 0 , fi avrà p — 


x A — mx 


„ m.m—i 

B-f- x 


C _ m. m-i. m-l^ # D + ec>> 

*• 3 


x. 2. 3. 4 


Senza farlo riflettere, le cofe dette abballanza appalefano, che tutte le anzidette 
curve devono avere la medefima abfciflj . 

498. Per coftrtiire codella forte di forinole affette da più fegni fommatorj è 
fovente di .nelliere fervirfi della quadratura di curve tranfccndenti, o meccaniche. 
Per vedere come debbafi operare prendiamo a cagion d’efempio la formcla 


S- xd x $. y d x , la quale devefi prima di tutto ridurre a dimenfion lineare con 
moltiplicarla, o dividerla fecondo il bifogno per una collante, a fine di prevaler- 
fene a coftruir la curva, la di cui area vienci da elfa efibita. Sia pertanto il pun- 
to A [Fig. 52.] l’origine delle abfcilTe-AB, e delle ordinate HaK, e colle at> 
fcilfe ACazx , e le ordinate CD rzry fi deferiva la curva ADL, la di cui area 
ADC fu = ydx. Per una collante c fi divida quello valor dell' area, onde tia 



c prendando CE = 


S4"' 


fi deferiva la curva meccanica AEM: 


Che però chiamando CE 



= t 


la forinola propolla 


Tom. Vi 


T t 


S- 
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S.W* S . y d * fi cambierà in g. p x dx, quale fi divida per e, e indi- 


px 

tuendo quella proporzione c : x: : p : al quarto — —C¥, fi deferiva la cut- 

S p x i x 

• j — 

^ ^ y d x : Quindi fe fi dividerà ancora per e la formola 

(^. I. - V . j.— , cosi che fia ^ — — , indi fe gli prenda eguale CG , e fi de- 
feriva la curva AG, (irà CG = P * * * — ^ ^ > *° c ^ e 

cercavafi. 

499* Alle volte per altro fi potranno coflruire quelle forinole per'mezzo del- 
la quadratura di curve algebraiche , qualora però fi abbiano certe condizioni : Co- 


me fe la formola data farà d u §. y d x, ella fi potrà integrare fuppofta fa 
quadratura di curve algebraiche, qualora la y fia data per x, c d. u data per 


dx fia algebraicamente integrabile , come «oda dall’ effere S. d u §.ydx — 
u $. y d x — $. y u d x (giuda il num. 494-). Parimente la formola 

5- d ss S* d » y d x lì integrerà fuppoda la quadratura di curve algebrai- 
che, ogniqualvolta dx,, du, z du date fiano per x, dx, e fiano algebraicamente 
integrabili: E lo delfo fi dica delle altre forinole più compode. 

500. Alla rettificazione di curve algebraiche fi può eziandio richiamare l’ in- 
tegrazione di quede formole affette da più fegni fommatorj ; poiché effendofi tro- 


vato al num. 4 96 5- ^ * S-dx...,..S-jdx = 


m m — 1 S — m — a m 

X S-y dx~mx $ -xydx + Zl Lx ^.x'ydx g.x y dx 

1. a 

1. 2. 3. 4 ... m 

non altro devefi fare, che richiamare le quadrature S-J dx,$.xydx, g.x’ji/xec. 
alla rettificazione d’altrettante curve algebraiche, quante ne moina il numero de’ 
legni fommatorj. 

So». 
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jor. Qualora nella forroola S* J * S- d x $. jr rf x fia 5, • q x a | 3e . 
braicamente integrabile, e l’integrale fia §.jdx~0, la formoli fi' ridurrà a' ” * 

S; d x S dx X l> ; e fe parimente S- J x X 0 farà algebraicamente inteprjhile , e 
l integrale fiaSj.^x)(i#=i',la forinola acqueterà qaefta forma, g. dx / 1 
Che fe per ultimo anche $-dx X t farà algebraicamente integrabile, e P ime -Tale 
fia S-rfx X *—*< btn fi vede, clic algebraico farà il valore della formola propo- 

fta, e però fi avrà $ . d x S d x $. y d x =, Vediamone P efempio ne* 
due foglienti problemi. Data la curva TV a doppia curvatura [ Fiv. 1 , della 
a fi> f° no XW, XB.XY, e le curve di proiezione fimo TK, X G, 
debbafi trovare il valore dello fpazio TV W terminato dalla curva a doppia tur- 

' 1 llla , CUrV1 WV > che 1» fuperficie curva 
MNPQ fa la fezione WV normale al piano A LRC. Sia TW = r Wm = y ' 
mV = z, e infinitamente proffime a ouerte coordinate fi conducano le altre « K ! 
K» dopo aver aumentata 1 abfcifla TW dei fuo elemento V» — dx- onde fc 
per 1 punti », q fi condurrà la fezione nq paralella alla W,r.tri V¥?n l’ele- 
mento dello fpazio cercato TV V: Ma il valore di quello eleinsnto V Va» rifiul- 
ta dal prodotto della bafe Wq=zdx, c dell’arco V V, il di cui valore ? è 


S- V d 


d z 1 : Dunque l’elemento dello fpazio cercato TVW viene 


efpreffo da d x $. \/ d y -fi- d z j confegucntemente la formola , che efibi- 


,.Sa 


Si differenzi la prima di quelle due equazioni , e fi avrà 


fee il valore dello fpaz’O fuddetto, è J f x J, ]/ d j +dz • 

. Tcf applicar quefla formola al cafo particolare. le due curve di proie- 

zione TK, XG fiano due parabole, cui competano le equazioni «i‘= j» , 

*' =4«jr -fi- - 

9 

2 azdz = 2 y di y da cui fi ricava d z = — ±2 1. — 

~ a , V£ ~ 

3.--. '.. ^T , e dz — 9 y d y . £[,<. p er( y fi 0 ftiruendo quello valore nel- 
* V* 4 a 

la formola V d * 1 4 - d J 1 , efla fi cambia in Y t~ + * 3 

4 ^ 


Tt a 
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J ]/ J + — * 
9 

i V a * 

J 


confeguentemente fi 


i *3 l/jr + * • 

9 


S ì * y V 3 



2 * 


y + i a 


v» 


Sì fofticuifca adeflo quello valore nella forinola generale 




ne verrà ( A ) 


i. 


,y + 4 * 


x V — ^ . : Che fe ora fi differenzierà la feconda equazione , indi lì 

/\ v a 

^ (l , 

prenda il valore di A x, fi troverà A x — , mediante la di cui fb- 


Hituzione la formola (A) diventa ^ a ' d 3__ V 

I 


V 


S- d y )(?+•- * — — che è il cercato valore dello fpa- 

zio TVTT. 

50 j. li fecondo problema farà di trovare il valor del folido wTVWm ter- 
minato dalla bafe T»f, e dalle fuperficie >«TV, TVW, mWV. Prendendo 
1 elemento W q dell abfcifia ~ d x fi conduca infinitamente proffirao al piano 
m V W il piano Knq , onde (àia m V W P elemento del folido cercato.* Ma 
oud.o elemento rifuita dal prodotto del piano mVW nell’elemento W> dell’ ab- 
ed c (Tendo W m = j, eK = dj, m V =: z , , T elpreflione del valore del 

piano 
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piano «VW è S- * <ty- Dunque la forraola efibente il folido cercato b 

S d * S- * d 3 - 

504. Se pertanto le due CBrve di proiezione TK, X G faranno date dalle due 
equazioni az.z= y*, bx = — a y 4-jr, fi avrà if valore del folido propollo con 
foftituire primieramente nella forinola generale trovata il valore di z, prefo dalla 

prima equazione , con che la detta formola diventa j x §~y~ d~y — 

a 

S- t x X^r* CU '' P°*" c ' a ^ eve ^ foftituire il valore di dx prefo dalla feconda 

equazione, che è / x — — j_ j 3 d J , } e con ciò finalmente fi ha 

b b 


S~ 


» 3 d 




1 4 d ■ 


ì * 


l a b 


— 

12 b 




15 ab 


valore cercato. 


505. Per mezzo delle ferie fi può ottenere ancora il valore di quelle for- 
inole affette da più fegni fommatorj. Sia a cagion d’ efempio la. formola 


S * S' 


i x S. d x $. y d x , la quale facciali eguale a y cosi 


d x d x §. d x §. y d x = y , e fi affinila la ferie indeterminata 

ji = A + B* +■ Cx’ 4- Dx 3 4- Ex* 4- ec. (I): Se pertanto a fin dì proce- 
dere gradatamente prenderemo la formola, in cui lblranto abbiano luogo due le- 


gni fommatrrj , fi avrà $. d x §. 1 d x — y — A 4- Bx 4- Cx* 4- Dx } 
4- ec. , e d'tfcrenziando fi troverà dx S- ydx — B dx 4- iCxdx 4- jDxVx 4- 
qbx'dx 4- ec., vale a dire S- jrf* — B 4- ìCx 4- jD.v 1 -t- 4I1X 3 4- ec., e 
diffirenziando di nuovo fi otterrà ylx = 20x 4- 6 Óxdx 4- laExVx 4- ec. , 
e però y — 2C 4- 6Dx -I- 12EX 1 4- ec.. Ora devonii determinare gii aflunti 
coefficienti indeterminati A, B, C, D, E ec., lo che fi otterrà facilmtnte median- 
te il paragone di quella equazione coll’equazione (:.), cui deve eifere identica. 
Quello paragone lomminiftra 2C = A , <5D = B, 12E = C, 20F = D ec., 


donde ricavafi C 


A 

2 


D = 


R 

6 


C_ 

12 




A 

2 4 




D_ 

20 


B . , . . _ Ax 1 Bx } 

— ec., confeguentemente fi ha y — A 4- Bx 4- 4- 4- 

120 2 ó 


Ax* 
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A** 

"h" 


4- yj-j 4 - cc. . Le quantità A , B, fono reftate indeterminate , che poi 


re’ cali particolari devonfi determinare. 

joO. Palliamo alla formola, in cui entrano tre fegni fommatorj, e però fia 

3 . J x $. d x $. y d x = A 4- Bx 4- C x‘ 4- Dx 3 4 - Fot* 4- Fx> 4- 


Cx e 4 - ec. . Si differenzi , e C avrà dr d x y d x — BJx 4- iCxdx 
4- jDxSfx 4 ^Ex-Vx 4- jFWx 4- 6(Jx'dx 4- cc. , cioè 


S- A * S- y A * = B 4 - aCx 4- ^Dx* 4- 4FX 3 4 - jFx* 4- <5Ga' 4- ec.. 

Si differenzi di nuovo, e ne verrà dx $ ydx =z iCdx 4- óUxdx 4- izExVx 
4- ioFx 3 rfx 4 - 50G x'dx 4- ec , o fia S- 3** = jC 4 6Dx 4- izFx* 4- 
2oFx J 4- joGx 4 4- ec.: E differenziando ancora fi trova ydx — 6Ddx 4- 
24F xdx 4- tìoFxVx +■ licGx’dx 4- ec., vale a dire y — 60 4- 24EX 4- 
6oFx* 4- 120GX 3 4- ec. . E (iccome quella equazione deve effere identica coll’ 
equazione (I), perciò mediante il loro paragone fi determineranno i coefficienti 
indeterminati cosi 6D = A;, 24E = B; < 5 oF=:C; i2oGc=D; 2ioH=:£ ec. , 


C però D = 




G 


D 

120 



^ uindi A ha j, = A 4- Bx 4 - Cx* 4 - 4- ~ 4- 

Cx* Ax 3 Bx 7 

65" + ^ + 4- cc., m cui le tre quantità A, B,C reftano indeter- 

k 

minate da dererminarfi ne’ cali particolari . 

j07- D’ cgual maniera fi procederà all* operazione , fe nella formola crefce- 
rà il numero de' fegni fommatorj: Quanti fegni poi troveranfi nella formola, al- 
trottante quantità A, B, C ec. remeranno nella ferie indeterminate. 


508. Che fe fi avrà dx *2 , e nell' equazione Cy ^ (^. 2^-7 , 

= h la w fia data per y, fi troverà la y data per una ferie contenente la fola x. 
Di fatto avendoli dx = JoL, fi foflituifca nell’equazione 



S- 
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ir ^ _£Z_ JÌ — U \ ix in luogo e con ciò effa divertì 


) . d x $. i x y d x — a, ove in luogo di u folli mena oli il fuo valore 


prefo dall’ equazione ix = -^L , fi ha i x %. d x §. y d x = 


j- , * però ix d x <J. tt x g. y i x , = iy, e integrando fi ottiene 


ix$ixS.ix S. y d x — y. Onde poi operando nel modo an- 
tecedentemente detto fi troverà il valore di y dato per una ferie contenente la 
fola x. 

509. Con una ferie pure data per x fi troverà il valore di u; poiché ellen- 
dofi prefa l’equazione y == A 4- Bx -f- Cx 1 -f- Dx J 4- Ex 4 -+- Fx J 4- ec., 
differenziando fi avrà iy — B ix -+• iQxdx 4- jD x'ix 4- 4ExVx 4- jFx 4 dx 

iy 

4- ec., donde fi ricava ^-B+ aCx 4- jDx 1 4- 4EXJ 4- jFx* 4- ec.: 

* • 

iy iy 

Ma poiché l’equazione ix — fomminifira u — jjj- ; quindi fi ha (III.) 

u =z B -t- zCx 4- 3DX* 4- 4EX 5 4- jFx 4 4- ec. , 1 di cui coefficienti fi pren- 
deranno nella maniera antecedentemente praticata; cioè a dire le nella forinola 
hanno luogo due foli fegni fommatf.rj, dal num. 505. fi prendano i valori delle let- 
tere B,C,D,Eec., chequi fi fofiituifcano nell’equazione [Uh], e fatto ciò fi avrà 

n < Ax» Bx 4 , c . , 

u = B 4- Ax 4 4 — -f f- ec : Se nella forinola hanno 

a o 14 

luogo tre fegni , fi prendano i valori delle lettere B , C, D , E ec. dal num. 506. 

A * 1 

e foftituendoli nell’ equazione (III.) fi avrà « = B + aCx 4 — h 

Bx J Cx 4 

— — 4- -jj- 4- ec. ; e lo fteffo metodo fi tenga Del cafi> di un maggior nu- 
mero di fegni. 


AR- 
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ARTICOLO K 1 L 
Delle Caufliebe. 

« jo, ’-p'Erminerò il primo capo con trattare in quello articolo delle curve cau- 
i. diche: E quantunque averti potuto parlarne nel preceaente Tomo V., 
mentre per la loro determinazione ballano i metodi , che fom.niniilra il calcolo 
differenziale , pure per dare nel tempo (ledo colla Eduzione del problema diretto 
anche la foluz.ione del problema inverfo, che riguarda la determinazione , o della 
curva riflettente, ovvero rifrangente, o delia legge di rifledion», o pure di rifra- 
zione , ho riferbatn a quello luogo farne parola» 

«il. Le cauftiche fono curve, che riconofcono la loro origine dai raggi di 
luce rifleflì, o rifratti. Se fopva una fjprrficie curva cadendo una inlìn rà di raggi 
di luce infinitamente prortìmi vertami erti a riflettere , o a rifrangere fecondo le 
leggi della riflellione, e della rifrazione, querti raggi ntlcifi , o oliarci i fii tam-n- 
te proflimi concorreranno vicendevolmente , e li mterfecheranno; che però fe per 
la lerie de’ punti di coneorfo fi farà paffare una linea, offa lari uni curva cau'li- 
ca: E ficcome quella curva rifulta dai lati ioli libertini deh' anzidetto p rligoni , i 
quali lati prolungati non altro fono, che i raggi riflelfi, o rtfiutii; quindi è, che 
i fuddetti infiniti raggi fono tutti alia cauilica tangenti. Gò li può oifervare nella 
Fig. 54-, ove i ragg; Ba, Cc, Dd, Ee e; vanno a incontrare la p-viferia AHG 
del circolo, e riflettendo con un’ang >lo di riflellione eguale all'angolo d’inciden- 
za, dalla ferie de' punti m , », f, q ec. di concertò de’ raggi r.flciTi firn , cn, dp , 
tq ec. vieni! a formare la cau'lica AmyF. 

<12. Se la curva vien formata dai raggi riflefli, dicefi cauftica per ri fl e Alo- 
ne; le dai raggi rifratti, fi chiama cauilica per rifrazione. Su di quartina curva ca- 
dano i raggi” luce fi poìfono erti intendere tanto riflelfi, che rifrutti; onde è che 
per ragione de’ raggi incidenti a quallivoglia curva competono due caulliche, una 
per nflertione , e l'altra per rifrazione. 

513. 1 raggi, che partendo da un corpo luminofo incontrano una fcperficie 
curva, e che chiamami incidenti, o poffono partire tutti da un punto, o pure pof- 
fono venire tutti paralleli lo che fuccederà , abbenchè partano da un punto, qua- 
lora il punto radiante lia a una diftanza infinita; cosi i raggi, che partono dal fo- 
le, vengono a noi ftn libi finente paralleli a motivo della grande diflanz^ che palla 
fra noi, e il fole: Qjindi per fare che vengano paralleli i raggi incidenti , che 
partono da un punto, niente altro develi fare, che rimovere a una diftanza infi- 
nita il punto radiante . 

514. I raggi incidenti in una fuperficie curva, o dalla medefima ribalzano 
indietro, come 1 raggi AF, A b (Fig. 55., 5 6 .). che riflettono per FH, bm, e que- 
lli FH, bm chiamami raggi riflriiò Ovvero partano al di là della fuperficie curva, 
e partimelo fi rifrangono, vale a dire decimano dalla loro direzione , come i raggi 
AF , Ai [Fig. 6 j., Oj-J, che partendo la fuperficie curva EFK procedono per FD, 
f>D, e quelli FU, bli lì dicono raggi rifritti. 

515. se pel punto F, in cui cade*il raggio di luce , e che dicefi punto d’in- 
cidenza, fi condurrà la retta FG perpendicolare alla curva EFK, al di 14 della 

qua- 
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quale cada il raggio rifleflo FH (Fi®. 55., 56 ) , mentre il raggio incidente AF ca- 
de al di qui, l’angolo AFG diceli Pungolo d’ 1 nei. lenza , e l’angolo GFH fi chia- 
ma l’angolo di riflellione, (iccome rifpetto alle Fig. 64. ,65. l’angolo BFG fi dice 
l’angolo d’incidenza, ed HFG l’angolo di rifrazione. La legge dai fifici nella na- 
tura oflèrvata è, che l’angolo d’incidenza è fempre eguale all’ angolo di rifleflio. 
ne; laddove la ragione del feno dell’angolo d’incidenza al feno dell’angolo di ri- 
frazione varia fecondo la diverfità del corpo refrangente . Se un raggio luminefo 
parta dall’aria Bell’ acqua piovana, la ragione del reno dell’angolo d'incidenza al 
feno dell’angolo di rifrazione è come 4. 007 6. a 3: Se dall’aria parti nel veti» 
la detta ragione é come gì a zo ec., c vice virfa. 

516. Abbiamo veduto al num. 5 ir,, che la ferie de’ punti di concorro de’ 
raggi rifterti , o rifratti infinitamente prollìmi dà i punti della caurtica ; che però 
per determinar le caurtiche tanto per riflellione , che per rifrazione , bada trovar 
1 valori de’ raggi riflelfi, o rifratti. Cerchiamo pertanto le f rmole generali, che 
fomminillrano il valore di quelli raggi, cioè adire e la forinola, che efibilce i rag- 
gi riflefli, e la formola, che dà i raggi rifratti, e ciò tanto neila fuppofizione , 
che quelli raggi partano da un punto, quanto nel cafo, che vengano paralleli. 

% 17. Per trovare primieramente la formola de’ raggi r fierti, che partono da 
un punto A [Fig. 55- ], fuppoflo che la fuperficie, da cui fi rifl.ttono fia una qua- 
lunque curva EFK, e di ineltiere che fia dato il punto luminofo A , confcguente- 
«nente il raggio incidente AF, e la natura della curva EFK , o fia la di lei equa- 
zione, la quale ha da efler data pel raggio incidente, che fi prende per ordinata 
alla curva riflettente, e che perciò chiamo = y, giacché P angolo d’incidenza eC- 
fendo eguale all’angolo di riflellione, la pofizione del raggio rifleflò refta data 
dall’ effe r dato il raggio incidente. Pollo ciò fi conduca al punto d’ incidenza F la 
retta FG normale alla curva, la quale fia eguale al raggio ofculatore della curva 
EFK nel punto F. Al raggio AF li conduca infinitamente profilino 1 ’ altro raggio 
Ai, de’ quali i riflefli faranno FH, bm . Dall’ eftremità G del raggio ofculatore T!F 
fi conducano normali a quelli raggi incidenti, e riflefli le rette GB, Gn , GH, 
Gì», onde a motivo dell’angolo d’incidenza eguale all’angolo di rifleflione farà 
GB = GH, Gn = Gì»; e però GB — Gn — GH — Gn, vale a dire Bp =z 
II?: In oltre BF farà eguale al co-raggio primo: Coi centri A, D fi intendano 
deferirti gli archetti Fa, FC; e ficcome gli angoli verticalmente opporti F 4 G, Dbe 
fono eguali, e a motivo dell’eguaglianza dell’angolo d’incidenza coll’angolo di ri- 
fleflione, i due angoli Fia, Dbe fono eguali, fono perciò eguali i due angoli FiC, 
Fia , confegucnteincnte i due triangoletti rettangoli FiC, Fia fono equiangoli , e 
a motivo del lato comune Fi fono ancora equilateri; Dunque il Iato Ci è eguale 
al lato ia. Ora i triangoli limili AFa, ABp fomminillrano quella proporzione AF; 
AB:: Fa: Bp; o fia AF 4- AB : AF : : Fa 4- Bp : Fa; e i due triangoli limili 
FDC , D?H danno FC : H? : : FD : DH , o fia FC 4- H? : FC : : FD 4- DH 

( — FH — FB ) : FD ; Ma Fa 4- Bp — FC 4- H?, e<l Fa = FC : Dunque 

A F Y FR 

AB : AF : : FB : FD ; onde finalmente fi ottiene FD = > c ‘°^ 

(p.’rchè AF == y, e nel cafo che i raggi partano tutti da un punto è pel num. 


AF 


Tomo yt . 


Vv 


407. 
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407. Tomo V. FB = - Jf X ix , e d AF -4- AB = 2AF — FB 

Tx 1 + dj - y’j 

. + 7T 

1 \ fd = d * + — 

ix 4 - iy — J**y iy — y){ ix -4- «(7 

</x 4- </jr — yi‘y 

y'i dx - 4 - iy (P), che è la forniola generale elibente il valore del 

** * 4 - *J * — IjJ'j 

raggio rifletto qualora il punto radiante cada dalla parte concava della curva: Che 
fe egli cadrà dalla parte convella, allora perchè la y diventa negativa, dovrallì 
fjftituire — y in luogo di y nella ritrovata forinola , con che eflà diverrà 


jX dx 


iy 


(QJ. Per lo che eOTendo data l’equazion della cur- 


— ix — iy 4 - 2 yi l y 
va r, flettente EFK, fe dalla medeflma differenziata fi prenderanno i valori di 


iy » i'y dati per x, e ix, ovvero di ix , i'y dati per y, e iy, indi fi 
foltituifcaoo o nella forinola [P] fe il punto radiante cade dalla parte concava del- 
la curva, o nella formola [ Q] fe egli cade dalla parte convelfa, fpariranno dalle 
medefime tutti i differenziali , e il valore del raggio rifleflo fi troverà dato con 
quantità finite. 

5 «8. Che fe i raggi incidenti faranno paralleli, fi otterrà 


FD = AF * FB _ AF X FB 
aF+aB aAF— AB 


[perchè AF = y, FB = 


ix 4- iy 

~iy~ 


pel num. 393. Tomo V., AF 4- AB == 2AE — FB 


= 
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„ _ C±2_±JT_, FD 

— /A* + .j‘ 


yjfx_+- dy 
dx 


v- ( 


— d 


y\ d * 


V d 'y — dx — dy 


jX -* 


— ijd'3 


(perchè nel cafo de’ raggi 


incidenti paralleli la y è infinita, e però i due termini — dx 



fi an- 


nullano in confronto di — lyd'y ) = [R] 


d* 1 4 * dy 
-Id'y 


i 


che è la formola 


generale efibente il valore del raggio rifleflò. 

5 19. Se il valore del raggio rifleflò trovali pofirivo, in tal cafo tale raggiò 
devcn prendere da quella parte della curva , in cui cade il raggio ofculatore ; che 
fe rifulta negativo, <1 deve prendere dalla parte oppofla . Se il raggio incidente è 
alla curva EFK tangente, farà in allora il co-raggio BF — o , e in confeguenza 
anche il raggio rifleflò FD farà eguale a zero. Lo fteflo pure futcederà fe il rag- 
gio ofculatote GF fari eguale a zero; Può accadere, che i raggi riflefli rifultino 
divergenti, e in tal cafo dcvonfi prolungare dall’ oppofla parte della curva, affine 
d’ottener ivi i punti di concorfo de’raiigi riflefli infinitamente proflìmi. Mentre di- 
rò in avvenire di trovare il raggio rifleflò, intenderò fempre quella porzione fui 
medefìmo intercetta fra la cauftica e il punto di rifleflionc. 

5,20. Coll’efempio applichiamo alla pratica la ritrovata formola generale , e 
primieramente la curva riflettente fia la parabola Apollomana , e i raggi incidenti 
partano dal foco B (Fig. 57.], e vadano a incontrare i punti A, C, D, E ec.: 
Cercali il valore del raggio rifleflò. Poiché i raggi incidenti partono dal foco B, 
è di mcfiiere prendere f equazione alia parabola riferita al foco, la quale tquazio- 


V j- «• *y - 

ne è dx — — — . Da quella equazione fi prenda il valore di 

i/y- 


dx , che è dx — 
di avere il valore di d* y , 


a dy* 
ly — a 
ritenendo 


: Pofcia la fteffa equazione fi differenzi a fine 
però dx coflante, c fi troverà 


Vv ! 
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— V ~ * • d 3 </L a. d'y » 

0 = — -f- — ■ — - , donde ricavali d'y =r - — ; 

W—*\ /y—\* Vy — ~ 2 a y 

Che però la forinola generale (P) del num. $17. mediante la foftituzioue de’ ritto- 
* 

vati valori di dx > e di d'y diventa [ chiamo = R il raggio rifleflò] 


R = 





a dy 

~ « 



dy 1 

_ dy 1 

~ iy — „ 


ly — * — ìy + M 


*y' 

2JX‘ — » 



— . I raggi adunque riflefli vanno all’infinito, ope- 


rò due raggi infinitamente predimi non fi incontrano, che a una diftanza infinita, 
confeguenremente i raggi riflefli nella parabola fono tutti fra loro paralleli , allor- 
ché gli incidenti partono dal fòco, come già ho dimoflrato al num. 216. Tomo 
IV.: Gli incidenti pertanto offendo BH, BG, BF, BE ec., i riflefli fono Hi , G g, 
F f. Ee ec. tutti paralleli all* affé A a, dante che il raggio incidente BA fi riflette 
per A*, cui tutti gli altri devono eflère paralleli . 

yai. Vediamone un’altro efempio: La curva riflettente fia la fpirale logarit- 
mica AFB ( Fig. 58.), e i raggi incidenti partano tutti dal centro A. Pel num. 
273. Tomo V. P equazione a quefla curva è rdx = idy , da cui prendendofi il va- 
lore di d x * fi ha d x 1 = CjLl — : Si differenzi la Beffa equazione ritenete 

r 1 

do ix codante, e fi troverà il valore di d 2 y, che è d 1 y—o. Ora nella formola 


generale [P] del num. 517. fi fòfiituifcano quedi valori di d x * , e d 1 y ) e ne 


j* d y 


verrà y X— L., 
' d y 


-+■ d y % 

— — —y> U raggio rifleflb adunque BD è eguale 

+ *T 


all’ ordinata AB. Quindi il triangolo ABD è ifolcele; e però i due angoli BAD , 
BDA fono eguali : Ma a motivo dell’ eguaglianza degli angoli d’ incidenza, e d» 
riflrdione , fono parimente eguali i due angoli AB a, DBa; dunque i due triangoli 
■AaB, DaB fono equiangoli , confèguentememe fono retti i due angoli BaA , BaD, 

che 
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che fra loro fono eguali: Che però ì due angoli aBD, aDB eguagliando un retto, 
fono eguali all’ angolo retto CBE , cioè aBD -f- aDB — CBE , c levando da una 
parte, e dall’altra gli angoli eguali aBD, ABa , reftano eguali i due aDB, CBA . 
Quella proprietà pertanto avendo luogo in qualfi voglia punto della cautlica, e que- 
lla effondo proprietà della fpirale logaritmica , l’aver cioè collante 1’ angolo fatto 
dall’ ordinata colla tangente , abbaflanza fi fcorge , che la ritrovata caulfica è un 
altra fpirale logaritmica, mentre qualunque fia il raggio rifleffo BD, con condur- 
re dal punto D al centro l’ordinata DA, l’angolo ADB è Tempre collante. 

52t, Molte volte col folo olTervare le proprietà della curva riflettente, fi rav- 
vifa addirittura qual elfer debba il valore del raggio rifleflò: Per efempio fe la 
curva riflettente farà il femicircolo BDF [Fig. 59 ] e i raggi incidenti partano dall’ 
eftremità B del diametro, onde fiano BD , con condurre dall’ eftremità A del rag- 
gio AD la retta AC normale al raggio incidente BD , è noto per la proprietà del 
circolo , che quello raggio incidente BD refla divifo dalla AC per metà in C , 
dunque il co-raggio CD è eguale a una metà del raggio incidente: Quindi fe net- 




la fòrmola R = ■ 


i x 


+ * 3 — 3*3 


i3 — 3)(*-x 1 + *3 * 
*~7 l + *T-3 * 3 

„ y 

in luogo del co- raggio, cioè in luogo di 


del nura. 517 . fi follituirà i- y 


3 Y* x -4- * 3 


d x -+- i jr — 3*3 


ne verrà 


R = 




T 3 


— ~ — y cercato valore del raggio rifleflò DE, 

4J — 3 3 


che è eguale a un terzo del raggio incidente BD, 

Che fe i raggi incidenti non partiranno da un ponto, ma verranno pa- 
ralleli, in tal calò fi prevaierà della fòrmola (R) trovata al num. 518. nella ma- 
niera fteffà antecedentemente praticata. Dato per efempio il femicircolo AHM 
( Ftg. rio. ), che fia la curva riflettente, e i raggi incidenti BP, CO fiano tutti 
paralleli, e normali al diametro AM, fi prenda l’equazione al circolo <r— x 1 4 - 7% 
quale fi differenzi, e fi avrà 0= ix 4 x + ìjdy, da cui fi prenda il valore di 
* 1 * 

À x , che è d x — -5 — . A fine di avere il valore di i 1 y fi difFe- 

*—3 

renai ancora l’equazione o = ixdx -f- lyiy , ritenendo ix cortame, e ne verrà 
' d» 
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a 1 7 J ' 


a* > — — 


Si foftituifcano ora nella precedente forinola [Rj del 


J X a 1 - / 

num. 518. quelli ritrovati valori di d x* , e d l j, e con ciò efla diverrà 


R = . 


y l d y x 

la 1 d y 2 


— a . :?■ ^ = — 3 . Adunque il raggio ri- 

2 «* d 3 


y X* 1 -/ 


Aedo RF è eguale a una metà dell’incidente BP e lo (ledo fi .dica di qualunque 
altro : Onde per defcrivere la caufiica AFRTM Iurta prolungare i raggi incidenti 
BP, CQ^ec. all’ altra parte della periferia in L), E, indi trasferire la corda PO 

da P , in K , c fu quella PK prendere PF = — P B , nel qual modo verralfi a 

determinare il punto F della cauftica : Lidiamente trasferendo la corda QE da 

Q_ in N , e prendendo fu la Q^N la porzione QG eguale a L QC , farà il 

punto G fu la caufiica ; E la ftefla operazione fi ripeta per tutti gli altri infiniti 
raggi incidenti . 

524. La curva riflettente fia in fecondo luogo la parabola apolloniana BF 
( Fig. la di cui equazione è lax — 3 1 , e i raggi CF fiano furti paralleli 

normali all’ aife BD . Si differenzi l’equazione, e fi avrà ttdx—jdj, da cui fi 


prenda il valore di d x 


x y 1 d y 

» che è d X = 


Si differenzi ancora l’e- 


quazione a fin di avere il valore rf 2 jr, ritenendo però dx collante, e fi troverà 
d 1 y — — ‘L-l — . Nella fcrmola generale del num. 518. fi follituifcano quelli 


valori di d x , e di d 1 c con ciò erta diverrà 

' rr — 


a 1 J \f y 1 -f- a 1 f 

— ; — 3 Y 1 — — ( con follituire il valore di 3* 

2 d j f\ 1 “ 


pre- 
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prefo dall’ equazione ) y X 


2JX ■ 


^ = yX^±± 


Avendoli pertanto 


R = y X ' » che dif P° n S° cosi 2 R=j X ~~~ > fi prènda AZ= x; 

Dal punto A fi alzi normale ad AD la retta AG, che vada a incontrare in G 

nl^ 8 ‘ ™^ t0te DF P, ro un § ato > con che fi avranno i due triangoli limili DCF 
DAG: Ma DC =a [ pel num. 222. Tomo IV. J, ed effendo AC ^2*. è perciò 
AD =z ix +-a: Quindi lì ha DC ( =* ) : CF (=j) : : DA ( =2x + « ); AG 

2 X f U "" 

(. — y X ) =ìR» confeguenteraente R ( = Ff) = y v 2 x u — 

za 

AG AG 

= AH , con prendere AH = . 

a 2 

525. Che fe i raggi incidenti DB ( Fig 6 u) faranno paralleli all’alTe, in tal 
cafo, palio che partano tutti dalla bafe CO, li chiami EA—m, IÌC— » e pren- 
dendo il parametro = za, l’equazione a quella parabola farà lam-u 1 '- Or» <7 
dica CD=2 x, DB=j , con clic Drà ED AH=m~y, onde 1 ’ equa- 

zione alla parabola riferita alle coordinate CD, DB farà ia X »‘—y — n^x 1 
Si differenzi quella equazione, e fi avrà ady = dx X^*, da cui fi prenda il 




:-* Si differenzi anfora per ottenere 


valore di A x 1 , che è d x * = 

mm ,.l 

il valore di d'y, e fi troverà ad'y— — T 7 1 , e ■ — 4 * _ 

a 

• ° ra fl fo(lituifcano <l ueftì valo « dl , di d'y nella forinola ve- 

2*Xm — y 

neralc del num. 518., e con ciò effa diverrà 


y . 7 —. 

=r + d y 

_ 2 «X »! —y 


_ a z ■+■ za X m -y 


2 ad 


y 


za 


= ™—y 4 - ~ « ; Ma 


2 *X «— y 


m y 
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m —y è eguale all’ abfcifla AH , ed — è eguale alla quarta parte del parametro: 

dunque il raggio rifltIFo è eguale al!’ abfctflà più la quarta parte del parametro: 
£ fìccome (pel num. 174. Tomo IV.) quello è il valore del raggio, che parte dal 
foco; quindi la ritrovata foluzione eflendo generale per tutti i raggi riflefli, que- 
lli raggi riflefli fi vanno tutti a unire nel foco della parabola, come già ho dimo- 
II rato al num. 116. Tomo IV., e però la cauflica della parabola fi unifce in un 
punto, che è il foco F. . ... 

516. Poiché è dato il raggio incidente, e già luppongo trovato il co-raggio 
primo, fi può più fpeditamente lenza calcolo determinare i) raggio rifleflb, Eflcn- 

v C 

dofi trovato R = --7: ( chiamo = C il co raggio primo ) , fi ha 

a y 


C : R. Che però fra GaH ( Fig. < 5 $. ) la curva riflettente , il dato 
ravvio incidente = BA , il ritrovato co raggio = C A, e la pofizione del raggio 
riflerto , che pure è data, venga cùbica dalla retta indefinita AM, che indefinita- 
mente dalla parte oppofta fi prolunghi verfo L. I’el punto A fi conduca normale 

alla curva indefinita da ambe le parti della curva la retta VAK. Fatto centro in 
A fi prenda col compaflò la retta AG , che fi rrafporti in AF : Da A in L fi traf- 
p orti pure il raggio incidente AB: Pofcia prendendo col comparto la lunghezza 
AB dello fteflò raggio incidente, fi trafporti replicatamele da F in K, (nella fup- 
pofizione, che nella formola del raggio rifleflo abbia luogo il fegno l'uperìore), on- 
de fia FK = 2ABz=2ji, e però AR=2j — AF, cioè =iy~ C. Colla retta KL 
fi unifcano i due punti K , L, e dal punto F fi tiri p.raflela a KL la retta FE, 

che vada a incontrare in E la retta AM, fu cui cade il raggio rifleflo, ed AE fa- 

rà il ricercato raggio rifleflb ; poiché effèndo limili i triangoli AlK , AFE , fi ha 
AK ( = iy — C): AL (=y)- - AF (=C): AE (:=K). 

07. Se il raggio incidente A S farà eguale alla metà del cn-raggio AC, in tal 
cafo il punto K partcrà in A , il punto L in T, e la retta FE diverrà parallela 
alla AM, cioè a dire il raggio rifleflb farà infinito. E fe il raggio incidente NA 
fari minore della metà del co-raggio AC, fi trafporti AN in AD, e prendendo 
col comparto la lunghezza aN del raggio incidente, fi trafporti replicatamente da 
F in onde farà A 2 y — C quantità negativa : In oltre li trafporti AC 
in AM , e dal punto Q.al punto M li tiri la retta QM, cui fi conduca parallela 
dal punto D la retta DY, e la fimilitudine de’ triangoli AQM, ADY fommini- 
ftrerà A Q^( = ly— C) : AD ( = 7) : : AM ( = C): AY (=K); che però AY 
è il ricercato raggio rifleflo. . , . . 

528. Se nella formola del raggio rifleflb varrà il fegno inferiore, in allora fi 
trafporti da A in X il raggio incidente AB, e lo fteflb replicatamente da F in V, 
con che farà AV = ìy 4- C. Da V in X fi conduca la retta VX, cui dal punto 
F fi tiri parallela la retta FZ, ed AZ farà il ricercato raggio rifleflb, mentre la 
fimilitudine de’ triangoli AFZ, AVX efibifee AV (=2.7 -j-C): AX (=y):: AF 


I — — J • n/j ^ . iv J * 

529. Partiamo aueflo a cercar la formola, che dà il valore del raggio refrat- 
to. Sia EFK (Fig. 64.) la curva refrangente, A il punto, da cui partono i raggi 
incidenti infinitamente pioflimi AF, Ai, che li prolunghino indefinitamente verfo 

. Ri 
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B , ut; ed FD , bD i raggi refratti concorrenti nel punto D, che fari un putir 
della cauftica. Normale affa curva nel punto F fi conduca la retta FG, che fia il 
raggio ofculatore. Dall* ellremità G di quello raggio fi conducano normali ai 
raggi incidenti AB, A m le rette GB, G m , e normali ai raggi rifratti 
FD, b D, le rette GH, Gn. L’ angolo d’ incidenza farà GFB, e l'ango- 
lo di rifrazione farà GFH : Quindi fe la ragione del feno dell’ angolo d’ incidenza 
al feno dell’ angolo di rifrazione verrà efpreffa da m : n , fi avrà GB : GH : ; m : 
Fatto centro in A fi deferiva l' archetto Fa , e col centro D 1 ’ archetto FG . Poi- 
ché i due angoli GFé, DFC fono retti , fe vi fi leverà l’angolo comune UFé, re- 
neranno eguali i due angoli GFH, CFb , confeguenrcmente faranno limili i due 
triangoli FGH , CèF. Parimente poiché fon retti i due angoli GFfc, RFn, fe vi fi 
leverà l’angolo comune BF b, reneranno eguali i due angoli GFB, aFb , e però 
faranno limili i due triangoli FBG, Fba. Ora la fomigiianza di quelli quattro 
triangoli foraminilira le due feguenti proporzioni 


FB 

FH 


Fa 

FC 


BG 

HG 


a b 
C b 


Ma GB : GH : : ab :Cb:: m: u; dunque FB ; FH : : Fa : FC . Siccome poi fup- 
pongo trovato il co raggio primo FB ( pei num. 393. , 407. Tomo V ) , onde ( pel 
num. 391. Tomo V.) rclla dato il punto G del raggio ofculatore GF, confeguen- 
temente eflendo data la polizione del raggio refratto FU, con condurre al medefi- 
mo dat punto G la perpendicolare GH , refia data la FH , che chiamo =: a, ed 
il co-raggio FB dico =r, il raggio poi incidente AF=jr: Quindi primieramente 

a Y Fa 

fi ha FB (—e) : FH ( = a) : : Fi» : FC (= — ~ ); e i triangoli fintili AF-», 

Adm danno AF ( =zy ) : Fa : : Ad ( AB, perchè dB è infinitefitna , =y 4- O •' 
dm ( — Zf.XJ —) ; Ma elTendo Qm : G» : : GB : GH : : m : « , fi avrà 

y 

Gm : GB : : G« : GH , e Gnt — GB : GB : : G» — GH : GH , vale a dire Gm — GB , 
G n — GH : : GB : GH : : m: n , o fia (perchè Gm — GB — dm, e Gn — GH— en) 

. , * + ( Y F», . n y -l-nc Y , 

dm ( =- — — ): cn : : m : n, e però cn — — . Finalmente 1 

y m y 


triangoli lìmiili DFC , Den efibifeono FC 


c my 


DF: De, o fia FC-en (=; 121 ”. c l Fa) : FC ( X — ) :: DF 

mcj e 

— De (=Fe=FH, perchè He è infinitefima, =<r):DF= ;(”)i 

' ’ r amy — acy — nc 

Tomo yi. l x che 
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che 4 la cercata formola generale efibente il valore del raggio re fratto . 

550. Siccome il raggio incidente y è pofitivo allorché il punto radiante cade 
dalla parte convelli delta curva, cosi cadendo il punto radiante dalla parte con- 
cava , il raggio incidente y farà negativo , e però la ritrovata formola (P) diverti 

H a 3 , o ila. - — . E fe i raggi incidenti faranno 

— amy ■+■ ncy — nc l amy— ncy -hnc 

paralleli [Fig. 65.] nel qual cafo fono infiniti, cioè y = QO , in allora il termine 
• «t 1 del denouunatore nella formola (PJ lì annullerà nipetco agli altri, e però 

a* m 

la detta forinola ( P ) (i ridurrà a ( QJ 

am — cn 

5*1. Se farà », e la quantità c diventi negativa, ed eguale ad a> lacau- 
ftica per tefrazione li cambierà in cauli ca per rifieilione , e la formola generale 


diverrà — — — . 
ly + c 

532 Se il raggio incidente AF farà tangente alla curva refrangente, in tal 
cafo farà FBtseo, ed FD=FK = «- Se poi il raggio incidente AF farà perpen- 
dicolare alla curva, le FB, FH diverranno eguali al raggio ofcutatore FG, e però 


la formola generale fi cambierà in 


R 

my — njt ♦ R' n 


( chiamo — R' il raggi o ofcu- 


latore), che palla ad e fière allorché » raggi incidenti fona paralleli. Se 

n — n 

il raggio ofiulatore farà eguale a zero , farà pure eguale a zero anche il raggio 
refratto; E fè il raggio ofculatore farà infinito, infinite eziandio faranno le FB , 
FH ; onde nella formola generale i termini amy , cny fi annulleranno rifpetto ai 

a * m y 

termini nc 1 , a x my , e in confeguenza tale formola fi ridurrà ad — — — . 


533. Qualora t raggi refratti rifiateranno divergenti, fi dovranno prolungare 
dalla parte opposta , ed ivi prendere il punto di concorfo degli Beffi raggi infini- 
tamente proflimi . 

554. Softituiamo adefib nelle ritrovate forinole i valori di a, e a fine di po- 
terfene prevalere data che fia P equazione alla curva refrangente . Se t raggi inci- 
denti partono da un punto fi ha la formola del co-raggio c pel num. 407. Tomo 
V.; e fé fono paralleli fi ha la formola dello ftefio co- raggio e pel num. 393. 
Tomo V.: Onde non refta che a trovare la formoli efibente la quantità d=;FH. 

n Y a k 

Ter averla fi o (ferri 3 che effondo ab : C b :: m : 0, G ha C b — = 


niy 
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ah, poiché ab è l’elemento del raggio AF —y ; quindi i 


W 


YQ 1 

1 F b 


__ n d y - = ( perchè F b = h a + a b = 
m x 


, , 1/ 

d x + d y ) f 7T* 




' 3 - 


n *d y _ 


|/V J x l + J y ' X «o 1 — " 2 


.. Ora i due triangoli limili FHG, FiC , foa»- 


miniflrano quella proporzione FH:FG::FC: Fè, donde ricavali FH — 

FG X FC . . , , , 

— — . Se pertanto i raggi incidenti partiranno tutti da un punto, net qual 
r o 

cafo ( pel num. 40J. Tomo V.) il valore della FG, o fia del raggio ofculatore è 


d x x -+- y d y V d x 


d x ■+■ dx d y — y d x y 
ne i valori di FG , FC , F b, fi avrà FH =z 


d JL , con folli tuirc nella ritrovata equazio. 


y d x 1 -j-ydy'l/d x 1 -+- d y‘ y ^/ m* d x ‘ 
dx , -t-dxdy — ydxd l y 


- 4 - a y X ~ " 1 


\/ d x -+- d y 


(X), ohe è la forinola 


y d x ■+• y d y X/' m 1 d x -+- d y X * 1 — ^ 
m ){dlT Ì -i-dxdy 1 — jdxd 1 y 

della quantirà a nel cafo, che i raggi incidenti partano rutti da un punto. Che 
fe i raggi incidenti faranno paralleli , allora (pel num. Tomo V.) la fonaoJa 


di FG è 


d x -f - d y \/d x -+- d y ^ confeguentemente fi ha FH — 


— dx d l y 


Xx 2 


dx 
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d X * •*- d J 1 ]/d x* + d y* X l/m* d x l + tl y * )(m l — »* 
— mdxd 1 y\ZlTx 1 ■+• d y* 


d x -4- d y \/ m l d x 1 ■+■ d y X B>1 — n* 

~ — mdxd 1 y ( Z ) , cfc è La formola del- 

la quantità a nel cafo, che i raggi incidenti fiano paralleli. Se pertanto nella for- 
inola (P), la quale ferve nel calo , che i raggi incidenti partano tutti da un pun- 


y\dx l 


+ d y 


to, fi fofiituirà (pel nom. 407. Tomo V.) . . ... i 1 j n ] U0 g 0 

d * * ■+* d y 1 — yd'y 

t , e la formola (X) in luogo di a , eflà diverrà 


"J 


/ jdx 1 -hydy 1 \ / m x d x l -+- dy X»»* — \ 

\m \d x 1 ■+■ d x dy 1 — ydxd*y J 


mW ydx +ydy\/m'dx+dy X «W _ V X'*‘ + d J ( 1 J? + y 7j l 

m X** J +d7fy l -ydxd'y dx'+'dj-yd'y ^7? +Ty-yFy) 

~ ydT 1 jfX «' ~x dJ' X‘ 




m "jdx-hmj/' m 1 dx -hdy X >n‘ — » l ^(dx i +dxdy — ydxdy-m*nydx \dx +dy* 

__ 3 d x -f- y TJ'Vm'—x 1 -f- 7J* X » 1 — ”* 
m^d x i 4 - d x d y * — y d x d'y 

d x + d y ^ m % d x * 4 - d y * 

~ ml "X irfx+ + 2 dir' d~3~* ~ 3 ~d~* d 1 y 

g«e»Ie efibente il valore del raggio refratto allorché i raggi in- 
cidenti partono tutu da un punto, e della quale , dato che fia l’equazione alla 

coi- 
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curva refrangente , fi prevaierà nella fieffà maniera , con cui di fopra fi è fatto 
ufo delle formole de’ num. 517., 518. per trovare Ù valore de’ raggi rifleflì. 

, , , R' m y 

535 ' forinola m ^ n y + n R' ^ num. JJ** mediante la fòftituzione 

della formola, che compete ad R' prefa dal num. 407. Tomo V. fi trasforma in 


m y —» y + 


m yt X ^ ~ l ~ 'T* 

* ** + d y* — yd l y 

" x* 4- d j * 

*7^ 1 T} 1 — yd'y 

m y 1 x * -1- d'y* 


my-ny^dx 1 + d j * - jr i x y * » jr )(d * 1 + , 

che > qualora il raggio incidente è pofitivo , diventa 


4- d j 1 

w X'~ + 'T7 > — * * 4- *T X — *i 

0 fe il raggio incidente è negativo pafla ad e (fere 

■jX?V 4- d~j~* 

* X^ 1 4- TJ X —yd 1 y X m — a 

S Cbe fe * ra S§‘ incidenti faranno paralelti, con fofliruire nella formola 

5 — 2 ~j~ x 

( Q.) ( pel num. 393. Tomo V. ) _1 ±_ d •? in luogo di c. eia foratola 

*— d l y 

( Z ) in luogo di a , e dà diverrà 
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m. ( dx 1 ^ X a» 1 — » l 

^ — m d x d l y 

dx -h dy \/ rn l dx ‘ -h ~ dV l X w 1 — O 1 \J~1T 1 -4- 

— d x d l y "A — d‘ y 

i/x 1 4- ~<r i y^m i di 1 +. X" 1 — »* 

— m</x</‘j^/, B >'rfr l -f- “Jp X m * — »* — » </ * 

w R r 

La forinola poi M n del num. jji. diventa ( R) 



m X 1 + 

* — » X — **“ j 

a 1 m y 

537 ' Fralmente la Formola ~~ ^ ^ — del trotti. 532 diventa 

J ”»* rfx 1 4 - j X — «* 
m n d x 

538. Pare fuperfiuo il voler difcendrre all* applicazione delle ritrovate forino- 
le al cafo particolare, dante che il modo d'operare non difcorda punto da quan- 
to fi è praticato ai num. 520., 521., 522 , 524., 525. , pure a fine di nulla om- 
mettere, che polla Tempre p ; ù dar luce alle cole dette , foggiungerò un folo efem- 
pio . S:a il quadrante CHE [Fig. di vetro,, e i raggi GB, DG fiano tutti pa- 
ralleli, e normali al femidiametro CE . Sortendo i raggi da quedo quadrante fi ri- 
frangeranno , e poiché padano dal vetro nell’aria, farà il feno dell’angolo d’inci- 
denza al feno dell’ angolo di refezione come 20: 31 f pel num. jij. ), cioè farà 
1»— 20, «^31. L'equazione al circolo, le di cui ordinate CB , DG fono gli de(E 
raggi incidenti, è a 1 =zx 1 -hy t . Poiché i raggi incidenti fono paralleli, develi, pre- 
valere della forinola (Tp- Si differenzi pertanto l’equazione data , e fi avrà 

0 = lxdx 4- lydy , da cui fi ricava dx— — -, e d x = — d ■* Sidif- 

fcrenzi ancora a fine d’avere il valore di d'y , e fi troverà 
.. ^ 1 — d x 1 d-» 1 y d y 

dy — — — — — . Si fodituifcano que- 

y y * 

fti valori di dx , W x 1 , d l y nella formola (T) , e con ciò efla diverrà 
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il* 


HlL + 77 ' ){^X±i- - 7T 


20 d 


ìoy 1 Ay * \J I/400 y 7 

P A I 


?«■»<* 


5 ^ J = 


x l X 400 jr* — 761 x 1 


4 o<>y — 55 tx* 


— 20 XJ 1 + * 1 )(^40o y — j6i x‘ + gi> — z°Yy*oof-ì6i*>-l-i ij 

06) y — 5 < 5 i a* 

— ( con foftituire «* — y in luogo di x 1 ) 

— 20 Yy^y — 501 ** +• 31 y > 

che è il cercato valore del raggio refratto, il quale fè fi vorrà dato per 1’ abfcifi 
fa x, batterà foftituire 4* — x 1 in luogo di y* nel pur ora trovato valore, lo che 

Io ridurrà a - ■^=± = . * in cui le fi farà 

— 20 400 4 1 — $ór x* -+- 3 r V« l — x* 


x = — 4 — CK , lì troverà, che il valore del raggio refi atto corrtfpondente all* 
3 ‘ 


incidente FK è ■ 


400 4* — 4004’ 


— 20X^400 «* — 4004*4-31 j/a 1 — 


|/J2i 


— io X V 5 6i 


961 

■ lEflèndo adunque infinitamente pie- 


— ° X! ’ 1 

colo il raggio refratto , che compete all’ incidente KF , la cauftica per refrazione 
comincia nel punro F, ove tocca la periferia del quadrante. Per aver poi il va- 
lore del raggio BA, che compere all’ incidente Cff normale alla periferia in B de- 
vefi prevalere della formola (K), in cui fòftituendo gli antecedentemente trovati 

valori di dx, i x * , A 1 j, e facendo «1=20, , lì avrà 


20' 


Digitized by Google 



352 DEL MODO D INTEGRARE LE FORMOLE DIFFERENZIALI ec. 


— “ X " 


20 M 

— (perchè CB —j ~t ) = BA. 

539. Per altro più fpeditamenre colle formole de’ nura. 529. , 530., 532. fi 
troveranno i raggi rifratti , mentre elfendofi trovato il valore de! raggio o (culto- 
re AF (Fig. 67. J , rellano torto date le FN — c, FM=*. Porto ciò fi coftruirà 

la formola — in quello modo. Dall’eftremità A del raggio ofcu- 

amy — ncy — nc l , 

latore fi conduca verfo ii raggio incidente GF =z y la retta AE, la quale con AN 
faccia l’ angolo EAN eguale all’angolo FAM, onde faranno limiti i due triangoli 
EAN, FAM, e però fi avrà AM (— ») : AN (=m):: MF (:=*) : NE 

( = ). Si prolunghi In C il raggio incidente FG, cosi che fra GC ~ FN f , 

n 

e dal punto C fi conduca la retta CK , che colla CN faccia un qualunque ango- 

n m 

Io ; pofcia fu la medefima fi prenda CH — NE= -jj— , e dall’ ertremità G del 

raggio incidente fi tiri la retta GH. cui dal punto F fi conduca parallela la FK, 
c 1 due triangoli fimili CGH, CFK fomminillreranno quella proporzione CG 

(=r): CH(= : : GF ( =y): HK (= ^ ). Da C in V fi trafpor- 



ti la HK, e fi avrà TV =CV — GF — CG = JL— 2 . — y — e = 


*my — cny — nr 


Si prolunghi indefinitamente il raggio refratto FM verfo Qj 


a m y 

dal punto F verfo P fi prenda FP — HK zz ; indi dal punto V al punto 


c n 


M fi tiri la retta VM , alla quale fi conduca parallela dal punto P la retta P Q_, 

amy — rey — «r» 

e dai due triangoli fimili FVM , FP^fi otterrà FV (=z — ) : FM 


( = 
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35 ? 


ami _ a* m 1 

( = a): : FP (=-^ì= r Q-(- BC » )» che * » rtrcit0 «iff'o 


refratto . 

540. Che fc fi vorrà coftruir la formola ^ de! num. 531., non altro 

a my 

dovrafli fare, poichì fi è trovato FP.= -j-s , che tirare dal punto N al punto 
M la retta NM , indi dal punto P condurle parallela la retta PT, mentre i trian- 


goli Umili FNM, FPT fomminilìreranno FN ( — c) '■ FM (=«) :: FP (= ) : 

w c 

a 1 m y . 

FT (= — f-) , che è il cercato raggio refratto, e però il punto T è alla cau- 

ft c 

a x rny 

ftica. Nafcendo poi quella formola — — allorché il raggio ofculatore é infinito, 


ben fi vede , che ella ferve nel cafo , che la linea refrangente é una retta . 

541. Qui poi fi ortèrvi , che i raggi incidenti, i quali vengono a cadere fir 
d’ una fuperticie poflòno Tempre rifletterli, qualunque fia I’ angolo d’ incidenza , ma 
non già polTon Tempre rifrangerli , mentre acciò i raggi incidenti fi portano rifran- 
gere é di meftiere , che I’ angolo d’ incidenza non oltrepartì i limiti di una certa 
grandezza , c quelli limiti fono , che il feno dell’ angolo d’ incidenza non fia mi- 
nore del feno dell’ angolo rifratto: Che però fe la natura del mezzo, in cui deve 
entrare il raggio, farà tale, che il feno dell’angolo d’incidenza debba eflèr mino- 
re del feno dell’angolo di refrazione, in tal calo non potrà il raggio penetrar que- 
llo mezzo rifrangendoli, ma nflettendofi dovrà rcllare in quello, in cui fi trova: 
Per efempio (è un raggio dall’ acqua dovrà partire nell’aria, e l’angolo d’inci- 
denza fia di 48’. 3o*. , poiché in rapporto a quelli due mezzi il feno dell’ angolo 
d’ incidenza deve Ilare al leno dell’ angolo di reflazione come 3 : 4. 007Ó , il rag- 
gio dovrà fortir dall’ acqua fotto un angolo in circa di 90“ , confeeuentemente ra- 
dendo la fuperticie dell’ acqua : Che però fe I’ angolo d’ incidenza farà maggiore di 
48°. 30'. , in tal cafo il feno dell’ angolo refratto dovrà elfer maggiore del feno 
totale, lo che non potendo ertere , il raggio in conferenza non li può rifrange- 
re, ma deve rertar nell’acqua. Così nelrefempio dato al num. 53S., perchè il 
raggio deve paflàre dal vetro nell’aria, onde il feno dell’angolo d'incidenza deve 
dure al feno dell’angolo di refrazione come ao: 3:, quando il raggio incidente è 
DG (Fig. 66 .) fi trova, che la direzione del raggio refratto è a H , poiché fi ha 
CD : Ca 20: 31; e quando il raggio incidente è KF, il raggio refratto fi annul- 
la , poiché fi ha CK : CF : : 20 : 3 1 , dante che la direzione del raggio refratto è 
FP tangente tanto alla caullica , che a,la periferia del quadrante . Ma quando il 
raggio incidente NM fi alza da un punto tale N del femiciametro CE, che fia 


CN > CK , vale a dire maggiore di — CE , in tal cafo cflèndo CN il feno dell’ 


Tomo VI. 


Yy 


an- 


; ■; 


1 

\ 
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angolo d’incidenza, dovrebbe il E- no dell’angolo di reflazione elTere C Q^a moti* 
vo del rapporto 20: 31. Ora CQ^è maggiore di CE, cioè del feno totale ; dun- 
que perchè non v’è feno maggiore del feno totale , non potendofi falvar il rap- 
porto del feno dell’angolo d’incidenza al feno dell’angolo di refrazione, che efi- 
gono i due mezzi del vetro, e dell’ aria allorché il raggio incidente cade al di là 
di KF, ben s’ intende, che i raggi incidenti nella porzione FE del quadrante non 
lì poflono rifrangere, ma devomi in vece tutti riflettere. 

542. Develì in fecondo luogo olfervare , che fe la curva riflettente , o refran- 
gente farà algebraica, algebraica pure farà non foto la cauflica, ma ancora retti- 
ficabile. La curva a cui vanno 1 raggi incidenti AF (Fig. 6S.) Aè infinitamente 
proflimi Ita PFK, e i raggi riflefli fiano DF , Db. La caullica ha P Q^R , quale fi 
(viluppi, e da queflo fvnuppo ne nafta la curva PLM . Ora fe i due raggi riflefli 
infinitamente prolfimi fi prolungheranno in L, M, olii faranno raggi ofculatori del- 
la curva Pi M , ed LM farà un archetto infinitefimo di cerchio deferitto col rag- 

f io DL ; Onde fe col raggio DF fi delcriverà 1 ’ archetto FC , i due archetti LM, 
G faranno concentrici, e però farà FL=:CM. Ma al num. *17. ho dimoftrato , 
che ab = Cb, ed ab è l’elemento del raggio incidente, O pei è l’elemento di 
FL ; quindi eflendo eguali quelli elementi , eguali pure faranno le quantità , di cui 
fono elementi, cioè AFr=FL. Se pertanto all' una, e all’altra di quelle due quan- 
tità eguali fi aggiungerà il raggio riflelfo DF, fi avrà AF 4 - DF — DL; ed eflendo 
LD eguale {pel num. 36 8. Tomo IV. ] all’arco PD della caullica fviluppata, quell* 
arco è perciò =aF-|-DF cioè è eguale alla fomma del raggio incidente, e rifief- 
fi> . Può e fière, che il raggio ofculatore (ia aumentato di una quantità collante , o 
pure diminuito, nel qual cafo per avere l’arco della caullica develì alla fomma 
del raggio incidente, e riflello aggiungere, o pur levare l’opportuna coflante . 

543. Quanto alle cauft'iche per refrazione Ila BFE [Fig. 69.] la curva a cui 
vanno i raggi incidenti AF, Ai» infinitamente proflimi, e la caullica determinata 
dai raggi refiratti GF. G» fia CGH. Si fviluppi quella cauflica, dal di cui fvilup- 
po nafea ia curva CKD, alla quale fi prolunghino in a, K i raggi GF, G»; e 
Ga , GK , faranno raggi ofculatori della curva CKD; aK poi farà un’ archetto in. 
iiniteftmo di cerchio oeferitto col raggio G a. Che però le col raggio GF fi depri- 
verà l’archetto F b, i due archetti «K, F b faranno concentrici, confeguentemente 
Fa = Kè. Ora fi è dimoflrato al num. 529., che Ila en : ba: : m: », ed en è l’ele- 
mento del raggio incidente, uh poi è l’elemento di Fa; dunque nella (leflà ragio- 
ne di ni ad n lianiro pure le quantità, delle quali r», bn fono elementi, vale a di- 

n Y AF 

re le quantità AF , Fa, confeguentemente fi ha Fa = — . Se pertanto all’ 

ano, e all’altro membro di quella equazione fi aggiungerà il raggio refratto GF, 

» Y A F 

ae verrà Ga = GF-| . Ma (pel num. 3 dS. Tomo IV.) Ga è eguale 

n v ap 

all* arco GC della cauflica , quell’ arco è perciò = GF -t . Occor- 

TJt 

rendo, devefì aggiungere la quantità coflante. 

544. Dopo aver dato il modo di trovare gli infiniti punti, che fono alla 

cau- 
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cauftica, dirò addio come debba!! operare per trovare la di lei equazione. Sia A F 
[F:g. 70. 71 ] la curva rifluente, o refrangente; A G la cauftica, che ne nafce; 
] raggi incidenti) che per ora confiderò paraledi , fimo BF; i rifielli , o refratti 
diano PG; e C F fia normale alla curva AF nel punto F. V atte delle abfciflè, 
che incontra normalmente i raggi incidenti , e la di cui origine è il punto A , fia 
AD, onde faù A B = x, BF^:j. Si prolunghi il raggio riflleflb, o refratto F G 
finché incontri I’ alfe delle abfcilTe nel punto E; e dal punto G fi abballi normale 
allo (le fio alle delle abfcitte la retta G D, che farà 1 ’ ordinata della cauftica , e che 
chiamo = u ; ficcome A D , che faccio = *, ne farà l’abfafla. Chiamo = R il 
raggio rifletto , o redatto FG, che già fuppongo trovato. Fatto ciò fi ofiervi , 
che nella Fig. 70. l'angolo BF E é eguale alla lomma dell’angolo d’mcidenzi, e 
di rifleffione; e nella Fig. 71. l'angolo BFE è eguale alla differenza dell’angolo 
d’incidenza, e di refrazione: Onde chiamando — p 1 angolo d incidenza, ed — q 


l’angolo di rifleffione, o di rifrazione, fi avrà r : Sen. p±q: : FE: B E [ ho pre- 

fo il ravvio — il: Ma i due triangoli fimili BFE, FHG fomminiftrano 

FE: BE:: FG: HG (=BD) nella Fig. 70, ed FE: BE: : FG: FH [=BDj 


nella Fig. 7r. Dunque 1 : Sen. p±q ■■ R : B D, e in confeguenza B D — 

R XSen. 717 : Ed ettèndo AD = AB+BD, quindi fi ha (A) z = x + 


R Y Sen. p + q : In oltre gli fletti triangoli elibifcono F E: F B: : FG : FH nella 
Fig. 70., ed F E : F B : FG : G H nella Fig. 71. ; Dunque perché è 

1 : Cof : : F E : F B , fi avrà FH , o GH = R X CoC > e P« rò ( B ) 


«=> *R Y CoC J±q. Che fe in luogo di Sen. p±q e di Cof p±q fi foftituirao. 
no i fuoi valori prefi dal num. jt. del calcolo de’ Pungoli piani Tom. 111 ., 1 equa- 
zione fhf fi cambierà nella feguente ( E ) * — * -t- 

R X bea p Cof. q ± Cof. p Sen. q, e l’equazione (B) in (F) 


Jl = y± R Y Coll p Coll q + Sen. p Sen. q. Onde riletto alle cauftiche per ri- 
fleflìone effendo p=q, l’equazione [E] diventa (Gj * = x-H R X *Sen.pi Cof. p, 


e l’equazione [F] patta ad edere [ H] u — y ± R ^ Coli p * — Sen. p . . 
Rifpetro poi alle cauftiche per refrazione ettèndo Sen. p : Sen. q: : m: », e però 

Sen. q — ^ CP — - > Cof q— \/ 1 — Sen. q — 

m 



l’ equazione ( E ) fi cambia in [ M ] * — 


Yy 2 


x + 


1 
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•v + R Y Sen. p. i — — r Sen. p* — ^ Sen. p CoC p, e 1’ equazione 

/\ Wl w 


(F) in (N) u —y ± R ^ CoC p Y 1 — — Sen. p 4- !L Sen. p ' 

Ma al nu.n. jigi. li è dimortrato, che 1’ angolo bf a (Fig- yy, y<5, 64, 65 ) è 
egu.L- all’ angolo d’incidenza GFB:=p ; Dunque eflendo r'« — d x y ab— dy , 


Fl>=|/ d x 4- à y 


li ha 

*y 


1 : Sen. p : : J / d x 4- d y : d y, d a 


cui 


a y — — x - - 

fi ottiene Sen. p = ■■ ■ ; ed 1 : CoC f : : J/ * x 4- d y .dx 

V d x * -h d y 1 

d X 

e però CoC p = — - ■ . Quindi fe nelle precedenti equazioni (G), 

l/W 4- Tx l 

(H), (M), (N) fi follimi ranno quelli valori di Sen. p, CoC p, l’equazione (G] 

X l d x dy 

-—ì — — 1 » l’equazione (H) in[Qj 


v~y ± R V ^ ^ ^ l’equazione lM] in (T) * = x 4- * 

X -i- d y 

R V ' J t/ ^ *X =MLr -~— y - 1 l’equazione [N] in 

* X J * * + y 


[V.] u~y± R ^ 


dx \/ t» 1 d x 4 - d y X — "* n d y 


"ld 


d y 


Ora poiché è data l’equazione alla curva «lenente, o refrangente, fi differenzi 

» » 

quella equazione e fi prenda dalla medefima il valore di d x ,0 pure di d y , 
che fi fortini. Ica nelle due equazioni ( T J , (V.) nel qual modo fpariranno dalle me* 
defime i d ff renziali e noverami date per fole quantità finite . Avendoli pertanto 
oltre l’equazione alla curva r flettente, o refrangente quell’ altre due equazioni , fi 
eliminino per mezzo loro col metodo dato all’ Art. I. Cap. II., e Art. V. Cap. III. 

To* 
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Tomo II. le variabili x, y , con che fi giungerà a un’ equazione data per u, a , 
che fora la ricercata equazione aila cauftica. . . . 

<ta< Che fi i raggi incidenti partiranno tutti da un punto , nel qual cafo la 
curva r flettente, o «frangente farà rifenta a quello punto come foco , al qual 
pure deve effcr riferita la «artica , lì troverà la di lei .equazione come fe^e.TS.a 
iBCD f Fig. 71. , 71.] la curva riflettente, o refrangente ; B E F la cauftica, AL > 
AD i raggi Incidenti, che partono dal punto A; < 2 e, DF , raggi rifleffi , o re- 

fratti; ed EF è una retta infinitefiraa, che è elemento della caullica. La retta GH 

è normale alla curva nel punto C, onde l’angolo gmadenza è ACC e I angolo 
di rifleffione è GCE ( Fig. 72. ) , di, reflazione è HCE (Fig. Ih). c ^&t' 
to centro in E fe fi defcriverà col raggio ED 1 arch ; tto ., D, > ‘ 
eguale all’ angolo di rifleffione , o di refrazione , poiché I angolo GC E ( Fig- 72. ) 
più l’aogolo ÈCD dà un retto; ma a un retto pure fono eguali 1 due angoli DC a, 
CDj, dunque levando l’angolo comune OC*, retta I angolo di r-flelfionc GCE 
eguale all’angolo CD*: Parimente l’angolo HCE ( F.g 73.) piu I angolo Eli) 
è eguale a un retto; ma a un retto pure fono eguali 1 due angoli CD* «CD, 
dunque levando il comune «CD, tetta l’angolo d. retrazione HC. E eguale ah an- 
golo CD«. Se dal punto radiante A fi conduranno ai punti E, F infinitamente 


Ea, che faccio = rfz, rciemento aeir aoiciua • • 

ed — q l'angolo di rifleffione, o di redazione; onde percni i angolo C Da è egua 
/e all’angolo di rifleffione, o di refrazione, cioè.= ?, u avià 

1: Sea q:: CD (= |/ dx -+• dy ) : C * , confeguentemente 

C * — t/“‘ + à 7 L V Sea q- Ora l’elemento EF della cauftiea è = 
FU-tC+C«; ma FU — EC è eguae all’elemento del raggio rifleffo, o re- 
fratto, cioè ( con chiamare il raggio rifletto, o refratro eguale ad K _) — *• K > 

dunque EF = d. R 4- Ca = l R -h |/ dx +• dy 1 X Stn, I :Chc P erò ti " 

effondo Eq—4z— f/TT * — > « avrà (l.) d z = 

y d R 4 .j 17 ‘ 1. TT‘ YSen .q — ZT , poiché F? è !’ elemento 

dell’ ordinata A E. Per trovare ancora un valore E = «, dal j^nto radu^ 
A fi conduca n irride al raggio t.ft.lTj , o refratto EC la retta A e, e poicl|é 

l’angolo A Ce è = p±j , fi avrà 1 : Sete p±q :: AC ( = y): A e, onde fi tro- 
va Ae = y Sen. JZq- ifteflàmente fi ha 1 : CoC p±q: : AC ( = j)- Ce, e pe- 
rò Ce=j Cof. flf: Quindi Ee = R*# CoC *±* , e in conferenza AEz= 


V 
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|/ A e -t- t«* , cioè (li) a = pY ySen.p± q 4- R+jCoCp ±j . Poiché 

» n ^ y 

Sen. a — ~ Sen. p =z 1 : ( con foftimire 

m j — -j — « — 7— 1 v 

m y dx -+- dj 


* J 


l/Hx -f- dj 


in luogo di Sen. f ) , l’equazione (I.) diventa ( III.) d a =: 


l/ n d y * 

I d. RH — — a. u 

' m 


e l’equazione (li.) con fofticuire i valori di 


Sen. p-*-?, CoG p-p-q rifpetto alle cauftiche per rifleffione, nelle quali è p~q, d't- 


t/. 


v — » > / — 

venta u =| jX * Sen. p Cui .q -+- R ♦ j Y Co£ p. — Sen. p , 

Zy </x 

cioè ( con foftituire — -===l-===r in luogo di Sen. p, e — 

f/^x 1 4- «J- 1 f/rfx 1 4- Zjf 

in luogo di CoC p ) ( IV, ) a = 


\ dx -h dj ' x 'w* + 7 

E la (Iella equazione ( II ) rifpetto alle caulliche per refrazione diventa u =: 

^ jY c |/ » a 

^ A Seo.pi i j Sen p Sen.pCoCp 


R Xc°G ? l j Sen. p -f- — Sen p 1 

• iw tn 

cioè ( con foftituire i valori di Sen. p Cof. p al folito ) ( V. ) u — 
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V 


( y X *y V' m ' ix ' + J y Y ml — »* — » J * J 

« ^ dx 4- dy X 


/ R q: y X ix \/ m l dx* 4- dy 1 y,m l — n l +. n dy \ r 

m X dx 1 + 4? 

Ora mediante la data equazione alla curva riflettente, o refrangente lì facciano 
fparire da quelle equazioni (111.), (IV.) , (V.) i differenziali dx, dy , pofcia fi 
eliminino le variabili x,y, e con ciò fi giungerà a una equazione data per a , e 
iz, che farà la cercata equazione alla caultica: Avvertendo, che fé fi vuole l’e- 
quazione alla caultica per riflefiione, fi deve prevalere delle equazioni [ III.] (IV.), 
c dell’equazione data alla curva riflettente; e fe fi cerca 1’ equazione alla caufti- 
ca per refrazione fi deve far ufo delle equazioni (111.), (V.), e dell’ equazione alla 
curva refrangente. .... 

54/à Baderà un fol efempio per vedere in pratica le operazioni da farli. 
Cerchiamo pertanto, i’equazion della cauftica BBM fRg.6i.), che al num. $24. 
abbiam trovato nafcere per rifllefftone, allorché i raggi incidenti parafelli , c nor- 
mali all’ affé BD vanno alla parabola BFN, la di cu» equazione è tax=f. 
Poiché fi cerca l’equazione a una cauftica per riflefiione, e i raggi incidenti foao 

\/ idxdy 

parale Ili, 6 deve prevalere delle equazioni (P) a = *+- R^-— » —, , 

(Q_) u—y — rV dX — - 1 — deI num. 544. Sì differenzi pertanto fequa- 

dx 1 4 - dy 

zione 2 Mx-=zy r alla parabola , e fi avrà dx = — i, e peri dx =2 


y' dy # sj folli tuifcano quefti valori di dx, dx nelle equazioni (P), (QJ> e 
a 1 


23 dy 


V equazione (P) diverrà 2 — x 4- R ^ r —, — x + ^ 

2-J- -t-"7T 


Ma 


A 
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Ma ( pel miro. 524.) il valore del raggio rifleflo elpreflò da R. è y V ■?* a * • 

A w* 

i 

dunque fe nell’ equazione * = *+R t fi foftituirà quello valore di R, 

X y * -t- «* y / Z a y „» 

~T7 r ~Al r TV' > VaIe a dire a =x 4 - y , o Ha 

( con follituire in luogo di coroe li ha dalla data equazione alla parabo- 

z 

la ) *=*+2*1 da cui fi ricava x — — . Parimente nell’ equazione ( QJ fi 
foflituilca il valore di d x , e ne verrà u—y — R 
y — R Y J ~ a , in cui follituendo il valore di R fi avrà u —j — 

A 7* 


-7J* 


y_fi_ 


+ d 7 


X 7* -h a 1 \ 1 y l — a* v / V 1 — «* 

' 2 4~ X y +"7 » cioi » = JP _ J )(— nr- : Che fe in quella equa- 
zione fi forti tu irà in luogo di y il fuo valore prefb dalla data equazione alla para- 
bola, fi otterrà « =^iax — y ' iax V -**' ~ “ . Qui poi fi follituifca il ritrova- 


À 


to valore di x , che è , e fi avrà u 
ì 


=K^- 


| / 2 a x, 

I i 


X- 


• , la quale equazione liberata dai radicali , dai di- 


vifori , e ordinata diventa $4 un* — 4*’ — j6« z.*-f-8i a 1 * , che è la cercata 

equazione alla caullica BEM. . 

S47. Rerta ora a darli la iMuzione del problema inveì fo, in cui due cofe 
1 * poti ino cercare: La prima di tro-are l’ equazione -i La cui 1 a riflet ente c re- 
frangente dato che lia il punto radente, il raggio rifleflo, o refratto , e la legge 
\n nfkliione, o di redazione: La feconda ai tmovare la l.gge di re frazione (jjiac- 
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j<5i 

chè quinto alla rifleflione abbiamo adottata la legge ammetta da tutti ì Filici , 
che l’angolo cioè d’ incidenza è eguale all’ angolo di riflelhone ] dato che (ia il 

f iunto radiante, il raggio refratto, e l’equazione alla curva refrangente. Alla fo- 
uzione di quello problema quanto all’ una, e all’ altra delle fue parti feivono le 
ritrovate forinole generali de’ raggi riderti , e refratti. Se fati propofto di trovar 
1’ equazione della curva riflettente o refrangente, dovraflì premiere il dato valore 
del raggio rifleflò , o refratto , qual fi deve eguagliare alla di lui corr fpon dente 
formula generale , indi devefi ordinare in modo quella equazione, che fi polfa pof- 
fare all’ integrazione, mentre il di lei integrale faià la cercata equazione alla curva 
riflettente , o refrangente. Se poi fi vorrà trovare la legge di tefrazione , dovraflì 
parimente eguagliare il dato raggio refiatto alla di lui cornfpondcnte formola gene- 
rale, pofeia ordinando, e integrando quella equazione , fi dovià dedurre dall’integra- 
le trovato la ragione di n ad », che fomminiltrerà la cercata legge di refrazione. 

548. Ma liccome le dace forinole generali de’ raggi rifletti , c refratti ammet- 
tono aiifèrenziaii fecondi , e fino ad ora non fi è dato che il modo d’integrare le 
formole contenenti con una loia variabile i differenziali primi , perciò foggi ungerò 
brevemente altre formole generali de’raggi rifletti, e refratti contenenti foli differen- 
ziali primi , delle quali fi potrà prevalere all’uopo prefente . 

549. A quello oggetto cerchiamo primieramente il valore dell’ angolo F Db 
( Fig. jj.) fatto dal concorfo di due raggi rifletti FD, 4 D infinitamente proflimi, 
i di cui incidenti fono AF, AB. Poiché il raggio incidente Ab viene inrerfecato 
in st dal raggio rifleflò FD, ne’ due ttiangoii AFx , Dbx gli angeli vertical- 
mente opporti AxF, D xb fono eguali, confeguentemcnte i rimanenti due angoli 
del primo triangolo Iòno eguali ai rimanenti due angoli del fecondo triangolo , va- 
le a dire Fa x 4- A FG -+- G F x =F D b -t-xèG 4- GéD, donde ricavati F Db 
snFA.v-f-AFG — x è G-f- G F x — CbD ; Ma AFG — xb C è la differenza dell* 
angolo d’incidenza, che (con chiamare quell’ angolo —p ) è — d.f ; e GFx — 
GéD è la differenza dell’angolo di riflellìone , che ( con chiamare quell’ angolo 
=9 ) è ss — d. <]■ Dunque le fi chiamerà = d. t. l’angolo infinitefimo FA è. fi 
avrà Fui — d. t — d. p — d. q . Parimente per avere il valore dell’angrlo 
FD è [Fig. Ó4. ] fatto dal concorfo di due raggi refratti FD, b D infinitamente 
erottimi, 1 di cui corrifpondenti incidenti fono AF, A é, fi prolunghi il raggio re- 
fratto DF finché incontri in N il raggio incidente Aè; e poiché ne’ tuie triangoli 
AFN, NDé, i due angoli ANF, DNè fono eguali a due retti , la fomma de’ 
rimanenti angoli NAF, NFA, NèD, NDé è pure eguale a due reni. Dunque 
perchè l’angolo AFN è eguale all’angolo A F M meno l’angolo GFD; e la diffe- 
renza fra due angoli retti, e l’angolo NèD è l’angolo A 4C, che è eguale all’ 
angolo AéQ_meno l’angolo GéD; quindi fi ha FDé — — FAN — AFM-f-GFD-f- 
AèQ_ — GéD: Ma — r\FM-|-AèQ^è la differenza dell’angolo d’incidenza, e pe- 
rò ~dp. e GFD — GéD è la differenza dell’angolo di refrazione, cioè — — d q : 
Confeguentementc fi ha FDéts: — d. t ■+■ d.p — i.q. Unendo I' una , « J’ altra 
ritrovata forinola fi ha FDé = ± d t + d. p — d. q, in cui i fogni fupcriori va- 
gliono nel calo de’raggi rifletti , c gli inferiori nel cafo de’ raggi ti fratti. 

550. Ora effcndoli dimoflrato al num. 545., che l’angolo F tz (Fig. JJ., 64.) 
è eguale all’angolo di riflettione, o di refrazione, fi ha (chiamo zs d. r I 1 ut me ri- 
to Fé della curva, e faccio — 1 il raggi ) 1: Cof. q : : ti.s: b& — d. s'^ (ìaCq. 
In oltre chiamando il raggio rifletto , o rcfiatco z=R,(ibi:±i/.t+if.; — 
d. q : : Db [=: R] : lz> [_=; d. /■ X OoC 5 J , donde ricavafi R =5 
• Tom. Vi. Z z d. s 
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^ / X Cof: ? (Z) , che è la formoli generale efibente il raggio rifleflò, e 

■± jì. t d.p — i. q 

refratto , della quale ci ferviremo primieramente per trottar l’ equazione della cur- 
va riflettente) e refrangente. 

55 a. Quella forinola, trattandoli de’raggi rifleffi, nel qual cafo t p = q, c 
i, f — i. q , e che i raggi incidenti liano paralleli, c però d. t — o, fi riduce. 

a (P) R = 'X ^ f ? _ Trattandofi poi di raggi rifleffi, e che gli incidenti par- 

— i d. p 

tano da un punto, la detta formola fi riduce a (QJ R = ^ ^ — . 

r ’ — ut. f -+- d. t 

jjz. Trattandofi di raggi refratti, e che la legge di refrazione fia, che l’an- 
golo d' incidenza ftia all’ angolo di refrazione come ile, fi avrà — q =z p t e 
nel cafo de’ raggi incidenti paralleli la precedente formola generale diverrà (T) 
R — , X Cof f _ J ! X ? . Nel cafo poi che i raggi inciden- 


~ i.q — d.q 


l — 'X* 1 


ti partano da un punto , cflà fi cambierà in (V) R r ^ ^ — . 

i — r X^3 — «L» 

553. Si oflèrvi (come fi è detto al num. 544.), che effóndo 1: Sen. f : ; 

|/ rfx 1 + dy 1 ( = i. /) : d. y , fi ha i. t =z * — ; c però con fo- 

Sen. f 

llituire quello valore la formola (P) diventa R = ^ J X^°^ P_ (perchè 

— 2 d. p Sea p 

— d. p. Sen. p — d. Coli p) R = - fo , che ordino cosi *• ^ • 

2. d. Cof. p Cof. p 

y 

— — • Ma l’integrale del primo membro di quella equazione è una quantità 

tl Cof p 

logaritmica, vale a dire è 2 S- ' - — il CoC p: quindi fe il valore del rag- 

col. p 

gio rifleffo R farà tale , che anche il fecondo membro fia una quantità logaritmi- 
ca, 
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ca , paffàndo all’ integrazione fi giungerà a un’ equazione algebraica , che ferì !» 
cercata equazione alla curva riflettente: Se poi il fecondo membro non farà una 
quantità logaritmica, l’equazione a cui fi giungerà non làtà algebraica, ma efpo- 
nenziale. 

Jy 

554 - Avendofi di — __ai — , e il triangolo FA* (Fig. $5.) , il di cui an- 
Sen. p 

golo A è = i. », e l’archetto F* è = d. x, fomminiftrando I ; d. t : : y : d. x , 
da cui fi ottiene d.t — * * — ( perchè d. x — di )( Cof p ) -- ’ ^ ^ 

y y 

nella forinola (QJ fi foflituirà quello valore di d. t , efla fi cambierà in 

R = — ^ C °^ r — , vale a dire — zRj 1 p + R d. /. Coli p =* 

— id.p -f K P . 

y 

y d.i. CoC p , da cui fi ricava R — y = ove Ibffituendo 

di. Co t p Sen. p 

in luogo di d. t, fi ha R — y ~ - fo ' 2 ‘ ^ > che (con follituire d. Cof. p 

dy col. p 


in luogo di d. p. Sen. p) diventa R — y ~ - zK ’>^ d - Co<: * e per 6 

dy Cof p 


dy X K — J _ !• CoC p «Ty rfy 2. rf. Cof » _ 

ir- — — > o Ita — . Se per- 

Rj' Coi. p y R Col. p 


- - Jy 

tanto il valore di R farà tale, che il termine — fia una quantità logaritmica, 

1’ equazione , a cui mediante l’ integratone fi giungerà , farà a'gtbraica . 

55$. Effóndo d. q — — — — — , fe quello valore di d. q fi foflituirà nella 
Col. q 1 


formola (TJ del num. 552., efla fi cambierà in R 


1 


r., di )( Cof q 


— r X 


d Ser. q 
Cof q 


0 


Zzi , rdt. 
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r d t. Cof g cioè ( con f 0 (iituire I _ Sen. q ‘ in luogo di Coli q ) 
i—r Sen. q 

i — r X / Sen. q d, 1 

■ ■■ - — R ’ 


_ rd. /X i — Sen. q 
i — rX d. Sen. q 


r X I — Sen. q 

vale a dire (perchè il termine — - ^ fi fpezza in quelli oue 

rX i — Sen. q 

T— r X d Sen. g ~rYJ Sen. ~ X Sen - 7 . 'X* 5en - * 


21-x 1 -+- Ssn -f lr X 


X * Sen. g ^ 
r — Sen. « ' 


arX t -+- Sen. 9 2rX» — Sen. f 


— ^ — . Adunque perchè i due termini del primo membro di quella equazione 

fono due quantità logaritmiche , fè il valore del raggio R farà tale , che anche il 

fecondo membro — — fi a una quantità logaritmica, l’ equazione , che ne verrà , 
K 

e che farà alla curva refrangente , farà algebrica . 

55Ó. La formola (V.) con follituire r. d. p in luogo di i. q, e 

dj ; n vece gj j t diventa R = — — — : — » dalla quale fi 


j Sen. p 


1 — r .d.p- 


dj Coli p 

j Sen. p 


ricava | - , ' y ' fScn r - J 2 - 1 ’ Scn> 9 Cof '- ? - i vale a dire (con fofti- 
X1Cava cZJ 3~ K . Col! p 

, di . « — r. d. p Sen. p 

mire in quello fecondo membro d — in luogo di d. 1 ) 

Sen. p Col. p 

. — f 1 '. — — ^7 Cof g . j d U e termini del primo membro fono quantità lo- 
3 R. Cof. p 

^aritmiche , poiché ( pel num. 294.) l’ integrale di <joi ^ 

i — r X — /. Cof. p ; dunque fe il valore del raggio refratto R farà tale, che an- 
che il fecondo membro lia una quantità logaritmica, l’equazione alla curva reità»- 
gente , che fi troverà, farà algebraica. 

5 S 7 - 
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557. Applichiamo agli efempj le ritrovate forinole . Dato il valore del rag- 
gio rifletto ~ ~ 7 , e pollo che i raggi incidenti fiauo paralleli , cercali 1’ equa- 
zione alla curva riflettente. Poiché trattali di rifleflione, e che i raggi incidenti 
fono paralleli, la formala che ferve a quello calo è la formola (P) dei num. 551. 
Si prenda adunque l’equazione, che da quella fi é dedotta al num. 553., la qual é 

i.d. Coti; _ dj vj g p 0 fjj tu jf C4 £. y in luogo di R , e con ciò elTa diverrà 
Col. p R 2 

2*d Cof p jA 

■ ■ v ? = — — , di cui fi patii all* integrazione aggiungendovi la collante , e 

l-oL p y 


■■ „ Z <y* 

nc verrà i 1 . Co£ — cioè Co£ p Ma Co£ p 


d. x 
d. /. 


d, x 


\Z~dZ' + dy 


•; che però foftituendo quello valore la ritrovata 


equazione diventa .. ** che ordino cosi d. x* — 

i. x -*■ dy * 

■ 2 — Ìli . — , e però d. x — —• 2 - ?' . Si palli all’integrazione nella fuppofizione, 


che l’ integrale fvanifca allorché fi fa y — e fi otterrà x = — V* 1 — 7*, 
e però x 2 = «* — 7* , che è equazione al circolo. La curva adunque riflettente 
è il circolo , come coda dal num. 523. 


y y yt I gl 

558- Dato in fecondo luogo il valore del raggio riflefiò = ■ 

la 2 

e fuppotio che i raggi incidenti fuso paralleli, cercali l’equazione alla curva ri- 
flettente . Develi fervire della fleflà equazione , la quale me- 

Col p K 


m V 'y* -L # # 

diante la follituzione di -d-ù in luogo di R diventa 


ir 
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2 .J. Cof.p _ — ** y — 1 va ( e a dire (perchè il termine 2 * ^ - — 

^ p JX? 4- ** JX/ + 

idy ^ ì.A.CoC.p _ — lyd.y t 
' Col. p 1 * '*’ 


fi fpezza in quelli due — 


y l 4 - «* 


J > 1 4- «* 


^ I! /li rlii 5 


, il di cui integrale è al. CoC p = — l. y ■+• «* -j- 2 /. jt , o fia 


Col. a * =3 — Ora fi foflicuifca ■ * — in luogo di 

y 4- u* A. x • f 4. y 1 


A x 


A. x 


Coli f " , e fi avrà -■ * — — = — — , da cui ricavo 

A x + d. y 3 4- « 


a 1 4 . x' — y 1 d y l , e però a A. x =: y A. y: Quindi pattando all’ integra- 
zione nella fuppolizione, che lia y = o, allorché li fa x = o, fi avrà 

ax = — j* , e 24 x = jr* , che è equazione alla parabola . La curva pertanto 

riflettente è la parabola, come colia dal num. 524 

5 59. Della medefima equazione (Z) del num. 550. fi ferve pure rifpetto all* 
altra parte del problema, che è di trovare la legge di refrazione dato die ha il 
punto radiante, il raggio refratto, e la curva «frangente . li raggio refratto poi. 
o può efler dato per le quantità fpettanti alla curva refrangente , o può oflèrva- 
re una data rag'one col cc.feno di refazione, o finalmente i raggi refratti poflo- 
no partir tutti paralleli Del primo cafo parlerò opportunamente in altro luogo ; 
e degli altri due dirò breveineute quanto occorre. E primieramente fe il raggio 
refratto R darà al Co le no di refrazione in una data ragione di 1 : m, fi avrà 


R 


Co fi .4 
m 


e però foftituendo quello valore di R nell" equazione (Z) del 


del num. jjo. , etti fi cambierà in 


CoC 4 

m 


A. t CoC 4 

— A. t 4- A. p — A. q 


, don- 


de ricavali A q. — d p — A. t — m d. r, il di cui integrale è 4 — p — t — 
mi : Poiché la lettera 4 rappiefenta l’angolo di retrazione, la ritrovata equazione 
efibifee perciò la cercata legge di refrazione. 

5Ò0. siccome f equazione (Zj del num. 550. fi rapprefenta cosi — d. t ■+■ 


d p 
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j , d. t Cof! q , . , t 

*■ f — *■ q — — - — - > e qualora j raggi refracu fono paralleli-, il raggio R 

è infinito , perciò il termine * fi annulla , e l* equazione fi riduce a 

R 

— i t ■+■ d. p — d q — a, dalla quale fi ottiene i g =3 — d. t 4- d. f , e 
integrando li ha q = —*-+- f, cui devefi aggiungete leconco il bifogao la co- 
ftante, che deve c fiere un arco di curva . - 




\ 


ì 

SCO 
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SCOLIO GENERALE. 

t . • •* .... T , -- . • ■ A 

$<5i. Le regole d’integrazione in tutto quello capo cipolle ci fornifeono la 
maniera d’integrare una qualunque equazione differenziale, nella quale entri più 
ti’ una variabile, purché però rialcun di lei termine non contenga che una loia 
variabile . Cosi per efempio l’ integrale di quella equazione 


a d. x 


k + ex 


/-+- £ J X d .y 
b — *7“ 1 


z*%dz, 


*‘X 1 -t- * X 1 — *X 1 ■+■ ** 


a * y, b ■+■ ex 


- *x r X^ 


L /. b ~ ky 4. A 4- 

*' ’ b h k\b - kj z 


/. * 4- 


ri 


8X i+* 


- S- '• « + » - 


»X«+* 


~ * 


/■ i + u + 7 * Are. Tang. z, poiché il termine del pri- 

* 4 b - tj 

mo membro lì fpezza in JLA'JL — _j_ j e 


*X* — *X 4 — 


— £ J |>; 

*Xf 


l'integrale è / r /. A — éj. — fi l. b — fr /. * -il; di 

— Av * * * b 


poi integraIe t J L±J±- _ = fuuili. . 

* — *jr ** ’ 


é X 4 - h 
e il fecondo membro 


44 X * 


=?-- *■ + ... « fpezza 


d. z, </. z. 

■?" + T 


2 li. 2 


*•* X « + * X 1 — * X 1 

li d z qz d. Zr 

ITrtrr = 


</. & 


8 X 1 


8X« - * 


<f. z. 


— — * A! ritrovato integrale devefi poi aggiungere le- 

4X 1 + 4X 1 *® 

condo il foiito la collante. CA- 
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CAPO IL 

Delle equazioni differenziali degli ordini su- 
periori , e del modo di ridurle all’ inte- 
grazione, qualora ciascun de’ due mem- 
bri CONTIENE UNA SOLA VARIABILE. 


ARTICOLO I. 

Del mode di ridurre al primo grado l< equ i noni differenzi* differenziali , in cui en- 
trando le variagli s , y , x , niuno de' loro elementi i Jlato affluito cojlante . 

562. A LI’ Art. II. Capo III. Tomo V. ho efpollo la maniera di ridurre al pri- 
J\ mo grado le equazioni differenziali ai fecondo grado , nelle quali en- 
^ trano due fole variabili 1 e in oltre un elemento è flato affunto co- 
llante , lo che fi è ottenuto in tre cali: Primo quando I’ equazione differenzio-dit 
ferenziale comprende una fola variabile : Secondo quando nelle equazioni d’fferen- 
zio-differenziali entrando tutte due le variabili, in ciafcun termine le variabili co’ 
loro differenziali danno egual numero di dimenfioni : Terzo quando in ciafcun ter- 
mine delle equazioni diffcrenzio-differenzìali la fomma degli efponenti d’ una delle 
variabili, e del fuo differenziale è la fteffa . Ora dirò come fi riducano al primo 
grado le equazioni differenziali di fecondo grado , nelle quali entrano le variabili 
r, y, 'x, e niuno de’ loro elementi è fiato afiunto collante. In quello modo, 
quantunque l’equazione differenzio- differenzi ale propofta ammetta qualche elemen- 
to collante, ficcome per le cofe dette all’ Art. Vili. Cap. 1 . Tomo V. nelle for- 
inole, in cui un’elemento è fiato prefo collante fi può paffare alla fuppofizione 
di neffun elemento cofiante, fi porri ella fempre abballare dal fecondo al primo 
grado . 

563. Sia pertanto da ridurli al primo grado l’equazione differenzio-differen- 
fciale (I.) M d. 1 t ■+• N d. 1 y ■+■ P d. 1 x •+• o, in cui la lettera t efprirrie 
l’arco di una curva, della quale le coordinate fono x, y , e le lettere M , N, P, 
Qfono date comunque per x, y , d. te, d.y, d.t, e collanti, e può clfirre an- 
cora qualcuna di loro ss o . Ora per ridurre al primo grado quella equazióne la 
regola i la feguente : bi ommettano quei termini, ne’ quali non entra alcun diffe- 
renziale fecondo , pofeia fi mutino i differenziali fecondi in differenziali primi , e 
ciò che ne verrà farà la ricercata equazione ridotta ; nel qual modo la propoli* 
equazione (I ) riducefi ad M. d. t -j- N d . y ■+■ P. U x — o. 

5Ò4. Di fatto con prendere collante l’ demento d. x, fonazione |L] diven- 
ta Ma d. r -4- N A d.y q- Q= o (pel num. zoo. Tomo V.), 0 fia ( con fofti- 
I omo VI. Aaa tui- 
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370 DELLE EQUAZIONI DIFFERJENZIALI DEGLI ORDINI cc. 
tuire il valore di a iy prefo dalla fortnola (C) num. fletto ) (II.) M A i ; + 

N Z / A d. t Q_= o: Pofcia con prendere collante I* elemento d. y la det- 

“•J ... 

ta equazione (I.) diventa MDi; + PD/* + o, vale a dire (con fo- 
ftituire il valore di D d. x prefo dalla forinola (Z) num. Hello) M D d. i. 4. 

^ ‘t ’ P ’ 4. Q = o, che, con foftituire il valore di D d. t prefo dalla forinola 
d. x ^ . 


M dx A d. t P d. J d. x A d.t 


(P) del num. fletto, palla ad eljfcre (III) — — -- r — — 


Q^ = o. Qui la e (Tendo la fletta nelle due equazioni (IL), (III.), fi ha 
N d t. A d. t M 7 ~i l A d.t 

M4i; + 


P d. / d. x A d i 


*3 




*• J 


cioè con togliere i divifori, e ordinare i termini MX dx 



N d. t d. y -4- P d. t d. x = o, o fia (con rimettere d. i 1 in luogo di 

dx * -+- d. y 1 ) M. T 7 1 ■+■ N d. t i. y ■+■ P d. i JL x = O, e però 
M. d.t -f- Nè; -(- P dx— o, come è dato propofto. 


ARTICOLO li. 


Della maniera ì integrare le equazioni dffercnzio-Jfferenzìali, in cui hanno luogo 
due variabili, ma in modo che nel grimo membro dell'equazione entri il diffe- 
renziale fecondo di una variabile , e neir altro membro entri l' altra varia- 
bile col fuo differenziale grimo cojlante. 

565. \ Bbiamo oflèrvato al num. 8. , che ficcome da una collante riceve ta Tua 
/l determinazione l’integrale di una propofta quantità differenziale di pri- 
mo grado, cosi da due collanti refta determinato l’integrale di una quantità diffe- 
renziale di fecondo grado, lo che corrifponde a quanto fi è detto all’ Art. L Ca- 
po 111 . Tomo V.: Che però paiCmdofi pet mezzo di due integrazioni all* integra- 
le di una quantità differenziale di fecondo grado, e nella prima integrazione ren- 
dendoli completo l’integrale coll’ aggiunta di una collante, devefi pure nella fecon- 
da integrazione aggiungere un’ altra collante , a fine di rendere completo quell’ ul- 
timo integrale. 

5 66. Le regole d’ integrazione efpotle nel precedente Capo hanno luogo an- 
cora nel calò prefcntc. Noi lo offerveremo nell’ integrazione dell’ equazione (V.) 
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CAPO IL ARTICOLO II 

‘ i 


57' 


1 '-T— 1 1 

d 1 y = ax m d. x affegnindo fucceflìvanaente diverfi valori ad m. Sia pertanto 

« « » 
ad x 

m z=z — 4, e “equazione (V.) diverrà d x y re * che difpongo così 


v a d. x d % 

= — p , il di cui integrale (poiché d. x è collante) è _! = 


— T A * ° ra «hipongo quella equazione cosi d. y ~ - 4- A d x ) e 

** ' ' • “ ' ’ ! I Vi V \ 

/• » 

a 

paflàndo all' integrazione ritrovo j = -g-j- -+- Ax 4 B . > 

Sój. Sia in fecondo luogo m — — j , e con ciò P equazione (V.) ritolteti 
d'y =z f - 4 * — • Quella fi difponga cosi ~~ = tti '* , Indi fe ne prenda 1* 


ad.; 


« 

integrale , e fi avrà 


d. y • 1 ad x 

— r 4- A, e però 1 y = 

d. x 2 x* «ir -r t 


Ad. 


*\ 


il di cui integrale è.t=- + Ax -f- B. 

, ax 

J -4 

J( 58 . Sia interzo kiogo m = — l,e l’equazione (V) fi troverà effere *■ 

ji a d. x 1 . d. 1 y ad.x ...... , d. y a 

"J — — o fia -r-d- — — r-, il di cui integrale 4 = 

x* d. x x* b d. x x 

t - •••>•'• • • • i - — . \ v 

- : i'-i *< „i kX 

•+■ A, onde fi ha, d. j = — -f- A d. x, e integrando ne viene y — — . 

i». " ì *. j * •• - .’i’, I .afl ii 

M ft x *+• Ax «f" B • *| 

5 69. Sia in quarto luogo m — — 1, e P equazione (V.) fi cambierà in 

-7—1 » ' 

.1 : a a. x- ... .. . d.h* l< 1. aj x , , d. y 

• y — , e però — — = — — , il di cui integrale è ~~ — a I. x 

x d. x x d. x 

■+■ A, confeguentemente d. y c=. a d. x ■/. * -fc- A d. x, che ha per integrale 
y — a x 1. x — - a * --h a .v -t- B. cioè ( ton fjre A — a — D) y — axl.x 
+ D * + fi. Per l’integrale di a d. x I. x fi 4 prefo a x L x — ax, poiché 
di fatto differenziando quella quantità fi ha a d. x l. x +- a d. x — a d. x =3 

a d x /• x , .... . x . . 1 , . -, 4,1 ^ .. . _ t 


Aaa 2 


570* 
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z DELLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI DEGLI ORDINI cc. 

570. Sia in quinto luogo m = o , e l' equazione (V.) diverrà d'y = 

« d. x 1 , vale a dire = * d. x , il di cui integrale è =z m x A; 

- . . 1 - - ’ 

onde li ha d. y = « x d. x -f- A d. x, e integrando ne viene j ss j-ax* +. 

/ 1» V , . . _ 

A x + B. 

571. Sia in fello luogo m = 1, e l’equazione (V.) fi cambierà in tTj ss 

; W*- d y t 

ex d. X , o fia —L — a X d. X, che integrata diventa = — ax’ -f. 

, ,j - 

A , e però d. j = — a x 1 d. x -h A d. x, il di cui integrale 4 J = 


■ a x> ■+• A x B. * . _ . . . • • 1 

O 

572. Così efTendo nxtl' equazione (V.) diverrà ^’jr = «x* rf. x* , e 

• * ax* * 

dopo le due folite integrazioni fi troverà ji — — t- A x ■+> B. 

J73. Generalmente pertanto integrando l’ equazione (V.) con difpoda pria» 

, d. 1 y d. y a x” 4- 1 

cosi = a x d. x, fi troverà — — — 


d. X 


d. x 


m-bi 


+ A, e però ; 


d.y = 


» + i , 

a x d. x 


»+ 1 


ra-f-I 


A d. x, il di cui integrale è jp t= 


» +• « X m + z 

+ Ax + B, forinola generale, di cui fi potrà lémpte prevalere, purché non fia 
m = — 1 , ovvero 01 — 2. 

574. Al num. 357. abbiamo trovato l’equazione alla curva riflettente dato cC- 
Ifendo il valore del raggio rifleflò = y mediante la forinola *' — 


■ ; ora la ritroveremo mediante la formola R = 




JI& , che ponendo — y in luogo di R dilpongp cosi 


— » d l y 

jd'.y+TJ 


del num. 


d. x — 

— d. X 
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tlì 


d x , pofcia paflò alT intégrazione , > e ai 


viene 


d.x 


— x - 4 - a (la lette- 


ra a è la collante, e yd y è l’integrale di y d l y •+• d. y * ), o fia ydy =:— xdx 
■+■ a d.x , di cui prendo 1' integrale nella fuppclìzione, che la jr vada a zero, al- 


lorché, fi fa x— o, c ritrovo — y l — 



-h *x, vale a dire +- 


zax equazione al circolo, come fi è trovato al num. 557. , dei qual circolo il rag- 
gio è — a. 

575. Della equazione poi generale d’y — X d x * , in cui la X è data per 
x fi prende generalmente l’integrale cosi. Si faccia giufla le cofe dette dall* Art. 
Vili. Capo 1 Tomo V. d. y — md. x, e d.m—nà.x . e poiché abbiamo * = X, 
fard d. m ~ * Xd. x, quindi integrando l’equazione d.m—Xd.x, fi avrà 

1 n^S-Xf * + A: Ma fi è fatto i. y dz m d.x, dunque follìtuendo il ritrovato va- 
lore di », ne verrà d y — d.x^.Xd x 4- Ad.x, il di cui integrale i 

jr = Q. d.x S • X d. x -4- Ax-t-B, vale a dite (perchè pel num. 494. 


d. x S* X d. x — x S-X i. x — S- Xxdx) [VL] j=x§.XJ.x-—§.Xxd.x 


+ Ax+B, che è la cercata equazìon generale d* integrazione. 

576 Mediante quefb equazione (VI.) fi prenderà per efcmpio F integrale 

dell’equazione d 1 y—gx* d. x* con foftituire ax 1 in luogo di X, con che fi avrà 


3 — Lax' 

ì 


f 4 X* 

-«^4-Ax + B, vale a dire y — H Ax 4- B, come fi 

4 xa 


è trovato al num. 571. 

577. Parimente 1 * integrale di d‘y——6axd.x 4-zàd. x ( poiché è 

X= — <5<jx-t-2à) trovali «Bére 3 =. — jext-d-ak^-é-XdX» — *x*-f-Ax-f-B, o là 
y=z — «x 1 +hx*-t- Ax-f- B . ’. "■« 

578. Qualora foflc X=» l’equazione (VL) fi ridurrebbe a j=Ax4-B. 


AK- 
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374 DELL’ EQUAZIONI DIFFERENZIALI DEGLI ORDINI ec. 


ARTICOLO 1 1 L 

Deir integrazione delle equazioni differenziali di' fujjeguenti ordini fuperiori 
nella fuppq/tzione del precedente Art. IL 

• 4 » 

579. C Otta dalle cofe dette nel precedente Articolo come debbaG operare per 

ridurre all' integrazione l’ equazione d m y=zd. x . Si • difponga eflà cosi 

d. m 1 d. m ~‘ y d.“-' y 

. x, e integrando G avrà - — , — r + A, e però =p=ss=r = 

à. x d.x d x 

d. m ~* y ■ 1 

xdx + Adx, della quale l’integrale è »->■ ss r* x* 4 - Ax 4- B , che ridu* 

d. x z 

dr— y I . d. — ! y 

co a -. 7— ss — x* d. x 4 - A xdx 4 - B d.x, di cui l’ integrale è sa 

d. x z - - / x 


I I . «• I 

5-xJ-t- r* Ax* + Bx+C, che ordino così ; — ss +■ 

0 z d. x * o 


d — ‘7 


. Kx x d. x 4- B x i x 4* Cd x, della quale l’ integrale è 1 ss 

‘ 2 ~ ~ d. x 

1 ' » 1 » > > - y 

— x 4 -+- r-Ax J 4 Bx 1 4- Cx 4- D , e quella di nuovo difpongo così ■ " ' r-T 

a 4 . : , 2 ^ rf.x 5 

ss — x*d. x 4- — Ax J d. x 4- — B x'd.x -t-C xd.x 4 - D d.x, che ha per inte- 

i M > v -..*•> . J ; 

I .. d" ^ y „| ~ t TJ t I 

graie = —^ = 775 * s •+* 2 ~ Ax * + q 8x1 +■ “Cx* 4- Dx 4- E; e cesi 

. .•?<*. ' . I..I I. .C.'.:,, \ . 

in poi , finché fi arrivi a una equazione, che non contenga differenziali , lo che fi 
otterrà con fare altrettante integrazioni . quante unità contiene il numero m . 

580 Quindi adeguando ad m i valori 1 , 2 , 3, 4, j ec-, dall’ equazione 

d. m y zz U. x fi deducono i feguenti integrali 


-/tv 


Equa* 
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CAPO IL ARTICOLO III. 


Equazioni differenziali loro integrali 

1 » . i t 

iì 

X 

j = V4- A 

J l y = d X * 

y = ~x* 4- Ax 4- B ^ . 

d>y=n; } 

J = jxJ -4-i-Ax 1 4 -Bx 4- C 

» ■> , . V 

II 

ì\ 

4* 

( i t 

y— 4- g-Ax» 4- -Bx*4-Cx4-D 

II 

y~ T£*' + {ì A *' + Z*x>+~Cx* + Dx-t-Eca. 


j8r. Se P equazione da integrarli farà d. m y — X d x ", ove la lettera X è 
data per x, fi procederà all’ integrazione cosi. Si difponga l’equazion data in que- 
ir ir y y 

fto modo y - = Xd.x, e integrando fi avrà = =:m~r — $.Xatx 4- A, 

/--« y 

che riduco a =«— r- — d.x^.Xl x 4- A d. x, della quale P integrale è 
d. x 

i. m ~ > 


~ r' — ; — 

— v i *■ $. X d * 4- A x -4- B, che richiamo alla ièguente 


forma 


2 y „ 

..'-J =^>r^. i *S X ^ * - 4 - Axd.x -4- Bi/.x, che ha per 


- d. - -3 
integrale 


jr O /-n . , 

= V & xy d X S.X d X 4. ~ Ax*-4- Bx -4- C, e 
però .i 1 -; 1 =i * d * S-Xi x 4- y Ax>dx +. B xix -f- 

Cd.Xy il di cui integrale è rtx^.dlx^. dlx^. X d. x 

i i d m ~*y 

+ X Ax ‘ +- r- Bx 1 4- Cx -4- D; onde fi ha = 

° * d.x 


^x 
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j 7 5 DELLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI DEGLI ORDINI ec. 


d. x ^ d. x d x d . x X d. X 4- J- Ax» d. x 4 - L B x* i x •*. 

ir-' j 

Cxdx 4- Dd.it, che integrata diventa : — :y= 7 = . 

d x 


d. x 5' ^ x S X S rf ‘ X ^ Xd * 24 Ax * g" B *’ “** a" C ** 

-+- Dx - 4 - E, e cosi in feguito. 

.g 2 _ Se pertanto in vere delle quantità affette da più fegni fommatorj fi fi> 
ftitulranno i loro valori prefi dai num* 49^* > fi avrà 

Equazioni differenziali loro integrali 

d 1 y = X die' y~x S>X/x— S.Xx/x-4-Ax-t-B 

y — x l §.Xd.x — x$.Xx/x + !*S.Xx'</x-t- -Ax* 

+ B*+C 

j=r — ~ x'S-Xxdx-h t-xS-XxU.x 


d.’y=Xd.x 


d.*y — X d. x 


— LsXxV.x 4-r A x.J + - Bx*4 -Cx+D 

O 0 2 


dSy==X d.x s “-x*SX^^— g-**SXxEx 4 - - x* S' X 


^xSXxV.x4- 2 ^S-Xx»i/.x4- ;ì ^Ax+ 4- 
~8 x } 4 - ~Cx*4-Dx 4-E ec. 


J -4 i*. -t ■ •* ", 

$83. Quindi fe farà X=o ( fi avrà 




Equa- 
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CAPO IL ARTICOLO IH, 


m 


Equazioni 

Integrali 

*'j = 0 

y = Ax + B 

rf.»j = 0 

jr= j- Ax* -f- Bx + C 

d* y —0 

y = g- Ax» -t- ~ Bx* -t-Cx + D 

O 

II 

•X» 

jr = Ax» + j Bx* ■+■ Cx* + Dx 4- E ec. 


584. Debbafi per efempio integrare P equazione d*y=z ax* 4. ih* j\d. x 1 


-f- e x* d- x 1 . Dalla prima integrazione fi avrà d l y — 


tX d. X 


• -hi 

r+‘ -;-i 

i# — z ex d.x -7- " t 

ze x a.x 4- » 4 - A *■ * : Colla feconda integrazione fi troverà 


«* + ‘ d X 


ex'+'d.x 


*3 — —r^Z - — + + JL ■ — ZT- + A*Ix + Bd.x, e colla 

ex"** 

terza finalmente fi avrà y — — — _j_ i. y* x ì 

•+-I X*hX*+-3 5 


tx ” 11 j 

— ■ + - Ax* + Bx + C. 

♦ -*-‘X*+-2X*H 


j8j. Parimente l'integrale dell’equazione = ax m d.x* -+- 

r • — * .... ' 

v — « d. x , dopo quattro integraz'oni fi trova eflere 


y = 


*+4 

ax 

^TX^X^x^ 


l> —C X X* I I 

z 4 + 6 Ajf, + a- 


C* 4- D. 

58 6 . Le fteflè equazioni integrali trovate al num. 582. fi potevano trovare 
col metodo del num. 575. Eflendo per le colè derre all’ Art. Vili. Capo 1. Tomo 
'■ d l — md.x , d.m—nd.x , d.n—jd.x , d.p = qd.x , d.q — rd.x ec. , fe qualcuna 
Twxo L7. Bbb del- 
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?7 g DELLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI DEGLI ORDINI ec. 

delle lettere m, n, p, q, r ec. farà eguale ad X, che fuppongo data per x , fi 
troverà la relazione tra x, y cosi. Sia m=X, dunque darà dy— md.x = Xd.x , 
e però y —^.Xd x - 

587. Sia n — X , e fi avrà d.m = nd.x — Xd.x , e integrando fi troverà 
m = S X d.x -4- A , che moltiplico per d.x , e li ottiene it._y — md.x~d. x <y Xdx 
4- Arf.v, il di cui integrale è (oirmiettendo il termine md.x) y — . 

S ' “ 


.XI* + Ax + B , vale a dire [con folìituire il valore di 


Cd. X S- X d. X ) y=xS.'X.d. 




num. 575. 

j88. Siap=:X, e fi avrà d.n—pdx—Xd.x, e integrando ne verrà n= 
S.X</w4-A, che moltiplico per </. x, ed ho d.m—nd.x—d.x < > > .X.d.x->r Adx, 

il di cui integrale èa=^.I.* •+• Ax +• B . Moltiplico quella 

equazione per d. x, e mi viene d. y — md.x —d.x Q. d. x S- X d. x .• 


A xd.x + B dx, che ha per integrale y — ^.d.x d. x S- X d x . -j- 

L Ax z -f- Bx 4- C, vale a dire [ con foftituire il valore di 
'2 


d.x CJ. d. X $.X d. X } y — L x‘S.XI:x-xS.Xxd.x -f- 

i.C.XxN.x+ L Ax* 4 -Bx-+-C. 

2 0 2 

589. Sia 9=X, e fi avrà d.p-=qd. x —Xd.x , il di cui integrale è p—^.Xd.x 
•4- A , che moltplico per d.x, e mi viene d. n = p d.x = d.x^.Xd.x f che ri- 
duco all’integrazione , e trovo «= d. x S. X d. x 4. Ax + B. Di nuovo 
moltiplico quella equazione per d.x, e ottengo d.m~nd.x r= 
i. x d. x S- X d. x -f- Ax d.x ■+■ B d.x, che integrata è m — 


s- 
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^ *f- x d. x §. X d. x 4 L Ax* 4 Bx 4 C . Finalmente moltiplico 
anche quella equazione per d. x, e trovo //. 4 = m d. x =S 

x d, x S> X A x 4- — Ax* d.x 4* Bxafx 4 * C dx } il di cui 

integrale è js^.ix^.iit d. x S-~X^~ 4 . L Ax 5 4 - L Bx* 

4- Cx 4 - D, cioè [con follituire il valore di 
• _ 

y* S Ux S' d x s< x d ‘ * 1 y ~ %*' $- xd *- -^sxx^ 


4 - i xS-Xx'rf.x — g-S.Xx’rf.x 4 - 1-Ax* 4- ~Bx l 4 - Cx 4 - D, e 
cosi in poi, 

590. Qualora lia data la formola xd. Z0 + I x, con augnare ad • i valori 
0 , 1 > 2 , 3 , 4 ec. fi avrà 

• ■ \ 

S .xd.x— — x l 

S- xA>x=x</.*x — — d x * 

S- xd.^x~xd*x — d.xd ì x 4 d} x 

S* xi Vxzzxìfx — d.xd. ì x + d.'xd.*x — j- d . J x 

S- xi Vx=:xd. s x — d.xd. 7 x 4 d. l xd. e x — d}xd.’>x 4 — d.> 

, * . . . . . 1. 

S- xd."x—d. ,!l x — d xd.'x + d.'xd.*x — d>xd. 7 x 4 d.'xdSx — d. ; x* ec. 

%g\. Quelle equazioni poi li deducono dal porli d.yt=n;dx ; dm — nd.x', 
d.n ~pd.x, d.p = qd.x, d.q=zrd.x, djr — idx ec. a norma del citato Art. Vili.’ 

• Bbb z ■ ■ c'.t 
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da cui fi ricava I* £ y d. m d. n d. p i. g r t c 

m n P « r : ' 


592. Ora dall’ equazione — - ss fi ottiene «d.ji ss md.m; e però 

S.irdjss ~ m 1 '. dall’equazione — _ ss — fi ha pd.m — ttdjf, onde $. pim ss 

2 n P 

~ «VdalL’ equazione — —y~ ne viene qd.n—pd.p ; quindi $ .qd.n — — p l ; 

d. p d. q r I 

dall’equazione = lì raccoglie rd>p=qdq , e in conseguenza S » rdLf ~q*; 


d. 


dall’ equazione = fi ha sd.qzzrdsy e però $./*.£:=: — r*. 

d- y d. tt 

593. In oltre dall’ equazione — — = — — fi trova pd.y sz md.n. Dall* equazio- 

"* / 

ne — — ss ~Y~ fi ott ‘ cne qdyzzmd.p. Dall'equazione ss ne viene 

d . y d. r 

ri.jzzmd.ij . Dall’equazione ^ ss — — fi ha id.j ss mir . Dall’equazione 

i.m d.p dm i.q 

— — ss — — — fi raccoglie qd.m zz ndp . DalP equazione — — — fi trova 

rd.m ss nd.q . Dall’ equazione = ~j~ fi ha sd.m ss nd.r. Dall’ equazione 

ss — — DC viene ri.n—pi.q. Dall’equazione — — ss fi deduce td.it 

P r jj. t ' 

d. p a. r , 

— fdr. Dall’equazione — ~ - = — fi ottiene sd.p — qd.r. 

J94- E perchè il differenziale di XZ è DXZ— ZdX 4- Xd. Z, da cui inte- 
grando fi ha $. Zd. X = XZ — $. X d. Z; quindi fi trova 

S- >nip = iHp~S.pd.m, cioè £• ”>d.p ss §.qd.j = mp — i. n» 

S* nd.q — nq — § qd.n , vale a dire S- n<ì q — S rd.m ss nq — i- p* 

S- pdjr~pr — g. rd.p, e però S .pdlrss S sd.n=fr — ~ q x 

S *“lr — mr — S.rd.sr, cioè S- mir — mr — *9 ■+• j p* 

S. »dLr ss ut — 5. sin , e però £. nd.t ss ai — pr +• l- q* 

* S9S- 


d. r 
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595. Parimente — §.ndy, vale a dire §.y/t.a=ny — — m ' . 

= — « io4 — -+- 7 

s .yd.i=ty— S.r^jr> e però %.yd.r~ty — mr + nq — 

d, y d, z y 

59& Ma al num. 17^ Tomo V. fi è trovato m — -j— : n— 1 ; / — 

“■ * <1. x 


. q _ . r _ £2 $ . , _ J - 6 J' K . 


Se pertanto negli integrali 


trovati fi follituiranno in vece delle lettere m, », p, 9 ec. quelli valori, omtnet- 
tcndo la d. x, che nelle equazioni del num. 591. è fiata el'clulà, le equazioni del 
num. J9*. fi troveranno edere 

S. d.y d'y = \dj' 

S,d>jd.ij= Ì-71J. 

S- V 3 * * 3 — J&J* 

S-d.*yd3j = 7 dsj* 

’ $Vjd* ,= j-iTJ* 

597. Le equazioni del num 594. diverranno 

S- d.yd*y=zd.yd 3 y — 7 

$d'yd*y = d'yd>j- 7 dTj' 

S.d.*yd‘y = Jiyd.'y- 7^* 

S> Wi jr = lydSy — d.*yd.*j + 7 3 Tj* 

$.i?yd.’y=d'yd'j-»yVy+ 7 dTy x 

5 9& Le equazioni del num. 595. fi cambieranno m 
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S-yd’yszjd.'j — \ 2T“ 

r ' 

S- yd'y=ydsj — lyVy -f- - 5TJ* 

S-yd-'yzzyi^ — dydyy + d'ydsy — 577 ‘ 

che fono quell; del num. 590. 

599. Ripigliamo ancora le equazioni del num. 592., e quanto alla prima 
L bi 1 = S- » </• J • le fari w t; Y , e Y lia data per y , li avrà m* = 2 S. Y dy, 


•ed m = y/z 5. Y d. y ; ma [pel num. 591. ] 4 m ~ dunque 3 


y a ^ Y.rfj , confeguentemente d. x sz 

— c.-=±L= 

J 1/ 2 S- Y A 




> v 1 ** d. y 


<1. * 

j il di cui integrale è 


600. Nell’equazione feconda S- pd m = fe farà p — M, ed M Ca da- 


ta per m, fi avrà »’ = 2 S M-l m, ed n=y/i$.Md. m ; ma [ pc | nuro> ì9 ^ n=z 


d. 

d. X 


; dunque 'L-H = VaS-M/à», donde ricavali d. x =2 


d ■ x 


però integrando fi ha x 


~ S- vn: 


d. m 


V 1 5 - M d. m 
d m 

m 1’. equazione d. x — . — , fi avrà m d. x — 


V a S M d. m * * 
Che le lì moltiplicherà per 


Va 5 1 M d. m 


m 1 i. 


y 2 g. M dm 


: , cioè a dire ( perchè m d. x — d. y pel num. J91. ) d y ~ 


m d, m 


V a 


= — ■ , e in confeguenza integrando y — C • 

$• M d. m 0 V 2 


m d. 


V 2 S- M d. m 


601. 
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òdi. Nell'equazione q d. n — — p 1 fc farà q = N, ed N fi» data per 


», fi otterrà dalla medefima p 1 z=i§. N J. », e p — /2 S- N d. « ; ma ( pel num. 

, , « d n , ni.» — — — - — , . . ' . r , 

591. ) è p — — ; dunque . — - = > da cui ricavali 4. m — 


d. m 


n d n r* 

c integrando ne viene m = S. • 

2 S. N d.n O y/ Z 


n d. >1 


d. n 


yj Z N d. H 
n d. » 


, Ora eC 


fendo p — ~d — pel num. 591., fe nell’ equazione p = — fo^icuirà que« 

d. n 


ilo valore di p, e il ritrovato valore di d. m , e (fa fi cambierà in 
» i. n d. n 


n d. n 


■, donde ricavali d. x = 


V 2 S. N d. » 


y'zS.N <L n 


d. x 

, il di cui integrale 


è x 


S d. » 

yj 2 S- N < in 


V a S 


Effóndo pertanto i. x = 


i. » 


V a $• N à. » 
O » d » 

fi moltiplicherà il primo membro delP equazione • 1 

J y/ 2 S. N d. n 


fc 


per d. x, e il fecondo membro per 


d « 


y/ Z 3. N d. n 


✓ * s- 

, fi avrà m d. x ~ 


d. n ad» 

2 S- N d. n V 2 j,. N 


V i s 


d n 


V * s 

d ». » a. 

591. ) d. v = — ■■■■ \ • 1 = 

-J 2 S- N d. H y/ 2 s. N 


, cioè ( perchè m d x— d. y pel num. 


ad.» 


d n 


e però integrando fi 


ha 


S d n O n d n 

‘ y 2 S- M ^ ^ t 3 N d. • 

1 


601. Quanto all* equazione r d. p — — q 1 fe iàià r — P , e P fia data 


per p, effà fi troverà edere q 1 — 2 P d. p, e però, j=^iS-l‘^f> ma P e l 

num. 
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d. p i. p ■ 

num. J91. è q— j— -, dunque j- - ~ ^z$.l’d.p, da cui fi ottiene d x =z 



V 1 S- > d - 1 

d. t 


- , confeguentemente integrando fi ha x = 


S . — In oltre (pel num. 591. ) fi ha 5= tjLl , quindi fofli- 

^ a l J d. p • d. n 


tuendo quello valore nell’equazione q — •Jz^Vd p , ne viene 

p d. p 


p dp 

iene - — - = 


d. n 


*/iC. Vd.p , e però d.n — : 1 . : , il di cui integrale è n =3 

OS • * p 


s--= 

yJ 1/ l 


p d. p 


Ora giacché fi è trovato d. x — 


d_± 

V 2 b- p d P “ O S 1 p 1 ' 

fe fi moltiplicherà il primo membro di quella equazione per d x, e il fecondo per 

d. p d. » P d. p 

■ T fi avrà n d. x — ■ S, . - ■ — , 

^ 1 S P d. p Pd.pyJ^i$.Pd. p 

cioè (perchè n d. x — i. m pel num. 591. ) d. m ~ 
d. p p d. p 

— . • • — . — . e integrando fi trova « — 

V 1 * d p J V 2 S- " J 


V 2 S 




C--=— __C. 

0 v i s- 1 ' à p o 


p d. p 


Che fe di nuovo fi moltiplicherà 


_ V z S- P 

il primo membro di quella equazione per d. x > e il fecondo per 

' f . . 

■ ■ _ , ne verrà md.x — 

V 2 S • P d. p 
d p 


J __r p d p 

ò v 1 S • v d. p ò V 2 S • P d. p > 


V z S- P d. p 
vale a dire [ perchè m d x — d. y pel num. 591. ) d. y = 


d p O d_p_ P d. p 

ZTv d. p vj ’ v 2 S- •’ d T~ ò V 2 b- *' à - 


V 1 $. f d - r v 2 S > p d p 

onde palfan do all’ integrazione fi ha per ultimo 
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_ C £_> £ £2 £ fJl 

y ~~ ^ v 2 $. p t w v * s- p <*• p vj V 2 b* i' 


£ 

T} 


6oj, Nello dello modo operando , fc nell’ equazione & q — — r* è 


/ — Qj e fia data per f, fi troverà r =: y a Q_d. 5 , c finalmente fi 
giungerà ad x — Q. — ■■ *' ? , e y =s 

° V*S-Q>f 


C. ^ ? C <*• q ^ £_? q *• i 

^ vTsTq 71^ ^ 2 SQ_d.qJ vl“S _ qTZT' O V * S- Q.* 


, poiché (pel num. 59».) fi ha d.n~ 


604. Fediamo alle equazioni del num. 593., delle quali la prima 

i y & » - _ , rfv 

— fi trova eflère d.x — — — 

t f j „ 

pdx , da cui ricavali d.xzz : Quindi fe farà m— Y, e Y Ila data per y , fi 

d y ^ d y 

avrà d x ss — — , e integrando ne verrà x-S- • Lo dello fi dica delle 


altre feguenti equazioni ■ 


- £jL- J ' y — £_!.• £ 2 . - 


? 


d. r 
t 


db d. m 

<505. Parimente eflTendo d.x — — — (giuda il num. 591.), l’equazione -L— 

^ p J m 

— è dx = ; e però fe &rà »=M , ed M fia data per m , fi avrà d.x =: 

q » 


-rr~ t il «li c u * integrale è *=C. £-^ : Che fe fi moltiplicherà per m l’equa- 
M M 

. . dm ... , md m 

zione d.x^= - , ne verrà md x — — — — , cioè ( perche md. x =. d.y pel 


num. 59 r. ) d. y — — ■£— , confeguentemente integrando y = — — — . Lo 


m d.m 


„ _ . „ .. . «f. m , d. a d.m d. r 

ftelfo ha luogo nelle equazioni i ' = — — 


Tom. FI. 


Ccc 
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d.q d. n d q 

606. Poiché — - = dx (pel mira. 5*1. ), l’equazione — — = — — tn». 

r P r 

vali etere J. x = : Onde fe farà ?=N, ed N fu data per », fi avrà 

P 

d. x=- N -, di cui l’ integrale è*=^. * Ora fi moltiplichi l’ equazione 

d.x — per n, e ne verrà «dx = , cioè ( perché » A. x = dm) 

d.n — , donde integrando ricavali m — di cui fi moltiplichi il pri- 

ti» tt fi n 

mo membro per d.x, e il fecondo per -jp , ftante che i /*= ^ 1 > c fi avrà 

md'X — —1 C, vale a dire (perchè m d. x — d j pel num. Jpt. ) 

N O N 

d y — C. IIlH. , per lo che integrando fi ottiene j = \ . “j^“C • 

NON d u d r v_/ N 

Lo fiero f» dica dell’ equazione — = — . 

d. p d.r . d. r 

607. Finalmente r equazione — —y a motivo di — = d.x, è d.x 

d fi df. fi 

= ~Ll 1 : Quindi fe farà q— P , e P fu dato per p , fi avrà d.x — , e in- 
tegrando ne viene x — • Che fe fi moltiplicherà per p P equazione 

i x = -^y- , fi otterrà pd.x = T -^y , cioè (perchè pd.x = djt pel num. jpr. ) 
in ■=. *-^y , il di cui integrale è » = yy • Di quella equazione fi molti* 

• (/ p d> p 

plichi il primo membro per d. x, e il fecondo per — — , giacché è d. x— — y, 


d fi fi d. P 

c fi avrà nix z=z -y- V-p-, vale a dire ( perchè «</.* == <?.« ) 


</. m 
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d p r p ^ p O d, p o pd’p 

d.mzs ~~ X. -p— , che integrata diventa m = \ . — — , di cui fi 

, d. p 

moltiplichi ancora il primo membro per d.x, c il fecondo per -p- , e ne verrà 


\Ll( 

1 * V. 

' pdp • 1 

y — > c,ot 

' d p 

e "' r7 "' r , it 

y p 


: ir 1 

r p j p 

J p , 



60S Vediamo per ultimo come fi trovi il valore della forinola m d. x, 

i_ 1. 1 ' ir. i* • a. _ j „ r. 



ìuiicgucmcnicncc lupenori. rnnncranicuce perchè 11 aincrciiiiaic ui m*. w i/.w ^ 
= mdx'- f- x d. m, fi ha $■ md x — m x — $. xd m . In lecondo luogo dif- 


x x d. m 

ferenziando la quantità m x — • — — ne viene D. m x ■ 


'd m 


m d. x •+■ x d. m — x d.m — 


, x 1 d 1 m 

m d. x — 


ld. x 

x 1 d l m 
id. x 


ld. x 


, vale a dire D. m x _ 


x 1 d 


2 d. 


A tot 

— ; onde ordinando , e integrando fi trova S • m d. x — m x 

2 » A, PC 


x x d. m 
2 d. x 

x 1 d. m 


fft , 

. : . In terzo luogo differenziando la quantità m x 

1 d. x 


2 d . x 

— m d. x 4 - x d. m — x d. m 


x ! d l m 

— — — fi ottiene D. » x 
2. j. d. x 


x'd m 
ld. x 


x'd 1 


X 1 ^. m 
2 d. x 


1-l-dx 
x 1 d l . m x’ d ! . m 


2 d. x 


• , _ x- d m x 1 d 1 m . x' d' m 

Cioè D. VI x — ; -f- — — ni d, X 


2 li .V 


2 -i-dx 1 


Ccc 2 


2. 3. dx 


2. J- dx ' 

- t ; quindi or* 
dinan- 
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x 1 d. m x } dP. m 

ornando, e integrando fi ha $. m d. x — m 4- — r— t 

2 / x 2. j. dx 

S x' di. m x l d m 

. : t . Nello (leflo modo operando fu la quantità m x — 

2. 2. dx 


2 d. X 


d l 


1 d m 


2.3. a. 
ari d 1 . m 
2» 3. d. x 


x* d'.m 

— - , fi trova S md. x — mx ; 

j .J 2 d. x 


2.3.4./ x 
x' d ì . m 


2. 3. 4. d. x 


s — 

^ 2. 2. 


x‘ d*. m 


X * d IH 

poi : Onde fi ottiene %. m d. x zzi m x — ' 

2 d. 


3. 4. d. x 
x’ d 1 . m 


3- > e cosi in 


v* d>. 


2.3.4. à. 


+ 


.v* d\ m 


x 2. 3. d. x 
x * d A> . m 


2.3.4. 5. i. x 


2.3.4. 5.6. /. X 


-f- ec. all’ infi- 


nito. p 

609. Se la m farà data per x, fi avrà d. m — n d. x ; d. n = =zpd.x- 

d l m d> m dì „ 

e pero p — =7 ■ d. p = =7- = q d. x, e però q = == - ; onde folti- 
d. x d.x d x 

dm d 7 m 

tnendo » in luogo di - — ; p in vece di — ec. , la ritrovata ferie fi cambierà 
x d. x 

hx* px> qx* 

in Q. m d. x ~ mx — — j- — 

.2 a. 3 2.3.4 

quale fi potrà prevalere 
rapprefenta una fùnz' 


2. 3. 4. 5 


— tc- CO.) della 



. _ j — — tr ■ *« fuituvi* 

f P ) -+- 4» x/.x , farà m = 3<rx* +- qb*x , che fi differenzi, e fi avrà d.m — 

daxd.xq- 4Ì 1 /. x , e però » = tof 4**, il di cui differenziale è d. n =6 ad. x 

fi “ 'i n M,»r4ionr<* narHnm U j: n • • • - * 


' a 2-1 ' ’ 1 7 » " «mwiwiiMon t H. n «fl, X 

confeguentetnente Mediante pertanto la foftituzione di quelli valori in 

luogo di m, », p nell equazione (Q.), fi otterrà il ricercato integrale delia forino- 
la (P), che ò S- I" *' +4 b * x X / x = 3«x J ■+• ab 1 x 1 —■ iax’ — 24* x* + 
ax ì — ttx i + 2 b 1 x* + A. 

610. Se la lettera X rapprelènta una funzione razionale fra tra di x. in tal ca- 
fo per poterne premiere l’integrale per mezzo delf equazione (Q ), bifogneià di- 
fporla nel modo figuente 
( R ) S* m d.x — m x — g. nxd x 

C S ) md. * = ij* — * 

1 CT) 
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(T) S* m rf. x =z m x 


«x* px l Q q x* 

Z ' > 2. J O *> 


3 rf x 


q X* 


h v 1 p yJ 

(V)S.»ix = «* +• 

1 1 2-3 2-3-4 


S rx'rfx 

’ 2-3-4 


ec. 


6n. Debba!! integrare la forraola ax , da cui fi ha m =s 


ax *^~ ^ , quale fi differenzi , e fi troverà — 2 ^ * x , e però n =r — — — . Si 
x 1 x } x 

fofiieuifcano ora nell’ equazione (R) quelli valori di », », e lì otterrà il cercato 

TITTI F" «x* -+- 4* 4 3 rfx 

. it )( rf x = — 4- z ^ . — - = ( perchè 


S-t=- 4 ) 


x* « * 

2 &J . ax* 4-4* — ai* ax* — 4* 


<5iz. Si poteva far ufo di qualunque delle altre equazioni (S).(T) ec. , ma 
in tal calo era d’uopo trovare r valori dalle fulfeguenti lettere/, q ec. : Come per 
fervirfi dell’equazione (S), dopo aver trovaci » valori di m , », Infognava trovare 

ibi 

ancora il valore /, che fi ottiene con differenziare l’equazione n — — — — , da cui 
6 4» rf x <54* „ 

fi ha rf. » = — — — , e però / = — - : Onde foflituendo quelli valori di 


ax* -+- 4» 


m , », / nell’equazione (S) ne viene X - ^ X rf * = 

vrf x* 

S 4 3 rfx r-^rf* i4*\«x*4-4* 4 J ?4» 

• — =<r»“jS-^-=- 3 r)-7r- + -s - V = 


4* 

x 


ax* — 4* 


+■ A. 


<5i j. Per altro in vece di fervirfi per P integrazione di quelle formofe delle 
precedenti equazioni , toma più comodo far ufo de’ metodi cfpofli nei Capo L 


FINE DEL SESTO TOMO . 
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errori.' 


*> t ) e 

m. p. b. §. 
a nz % dx> 


Pag. Ho. 

6 . 17 
14. ó 
*S- S 

31. 4Ultjrx f 

9. 7- S- ?• 

<*• « + irn: * 7 . 


-X* 


46. jult m - hi - «4. L 

* 2 

47. sulc. = ± x’ = 

l 

aule. ± 

1 Zm-t- 4 

61.1. 4,ey , 


CORREZIONI. 


« , fr, <r, e 
"*■ p. b v 
a 12 dz 

y** 

» 7- 5- 


?• 


7 * + X 1 * 


13. II. 9. 7. J. 

9- 7* S* $• * r» x* <fx 


xx 


9 7- S- 3- 1 o 
1 3- 9- 7- }• J‘ 


^ i±xx 


•+ z- 
= ± xS 

_ I 


«+1 


a « + 4 
l -f- * » 


68 . 1 

69 . i(5 

71. 2 

71. 11 


. 9 

il denominatore dei primo termine finifce colla lettera b 

* — » I v di fotf/i f o: 


= L x di fatto 
l’integrale 
in vece in 


= /. x. Di fatto 
l’ integrale di 
in vece di 


7 6. penule. 


1 

— a a 

2 


L** 
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